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预备 实验 MATLAB 基础 


本 预备 实验 从 数学 实验 课程 的 需要 出 发 ,介绍 MATI.AH 一 些 必 要 的 基础 知识 。 我 们 
并 不 要 求 初学 者 能 很 快 党 握 所 有 内 容 , 读 者 只 要 通过 本 预备 实验 ,理解 MATLAB 的 一 些 特 
征 , 为 后 多 实验 打 于 基础 就 足够 了 。 其 中 较 深 的 内 容 ( 特 别 是 打 * 了 号 部 分 ]) 可 留待 以 后 得 慢 
消 忆 。 


0.1 MATLAB 入 门 


司 动 MATILAB 后 ,就 进入 MATLAEB 命令 稍 昌 (Command 到 indow) 或 称 工 作 空 间 
(到 orkspace) 见 图 0-1。 若 你 的 MATLAB 装 在 黄 文 而 indows 中 会 出 坦 未 符 》, 在 提示 
符 后 键 人 任意 合法 命令 , 回 车 后 MATLAB 立即 运算 并 显示 结果 。 苦 MATILABR 装 在 中 文 
Windows 中 ,这 一 提示 符 是 看 不 见 的 ,但 它 仍 占 据 一 定 的 位 置 。 本 书 约定 

《1) 所 有 在 命令 窗口 输 和 人 的 命令 都 用 Courier New 字体 ,并 以 》 疗 头 ,请 读者 注意 》 河 系 

统 提示 符 , 不 要 以 为 是 输入 字符 。 
(2) 显示 娃 果 用 Times New Roman 字体 。 
《3) %% 号 后 面 的 文字 用 于 注释 ,并 不 参与 运算 ,实验 时 也 不 必 输 人。 


> 上 上 TLAE Commanada Wiadow :是 ET 


PiLe 了 dit 是 indow HelF 




















图 人 1 命令 窗口 菜单 与 工具 栏 


1. 简单 的 运算 
看 一 个 简单 的 鲍 子 ,计算 


7 一 me, 其 中 一 2 


用 MATLABR 计算 如 下 ， 


风 工 =2; 叹 分 号 “1 使 此 运算 结果 不 显示 
》v=ar3*pi*r^3 叫 设 有 分 号 .显示 结果 
33. 5103 昕 系统 直接 显示 结果 ,就 像 计算 器 那样 
注 ;,C1) MATLAB 命 令 书 写 格式 灵活 ,可 卿 命令 写 一行 , 也 上 一 个 命令 写 多 行 。 同 一 行 命 令 
| 是 二 


用 逼 号 或 分 导 分 井 . 若 命令 很 长 ，- 行 不 够 ,可 用 三 点 ". . .” 续 行 。 
(2) MATLAE 充 许 使 用 + 上 <- -> 刍 米 编辑 前 面 的 命令 。 试 一 斌 你 就 明 册 了 ， 
2， 变 是 和 数据 
(1) 变量 类 型 
MATLAB 使 用 变量 最 常用 的 有 数值 数组 (double array) 和 字符 串 (char array)y 两 类 . 
所 有 数值 安 量 以 双 精 度 (douhlc) 方 式 存储 ,不 区 分 整数 .实数 .复数 等 ,变量 类 型 和 数组 大 小 


也 无 需 预 先 定义 ,例如 
》aa=1+2”1 
8 
1. 0000 二 2. 0000i 名 复数 
》 al= This is 己 String 
如 一 
This is a strin 吕 只 字符 串 
》a=[L1 2 一 1 3 
站 一 
1 2 
一 1 3 咱 一 维 数组 , 即 算 阵 


(2) 常量 和 特殊 变量 
MATI.AEB 中 一 些 常用 的 常量 见 表 0-1。 




























表 六 1 常量 一 各 表 
ii 成 3 虚数 单位 ”一 工 | TeaLDSX 最 大正 实数 1.7977 X 10308 
Hi 阁 周 率 亚 一 3.1415… | Inf 无 卷 大 
eps 上 | 计算 机 泽 点 数 识别 精度 2. 22X 10 maN | 不 定 值 
realmin 上 最 小 正 实数 2. 2251 X 10 3 











ans 是 系统 本 身 一 个 特殊 变量 名 , 若 运 算 结 果 设 有 感 予 任何 变量 ,系统 就 自动 将 其 冉 韦 ans。 
(3)》 变量 查询 和 清除 
MATLAB 低 令 窗口 中 用 户 变量 可 用 who 或 whes 查询 , 键 和 人 

》 wheo 


Your variabjes aro; 


后 有 引 上 I 交 
和 光 Wnos 
Narme Size Bvtes 【1asSS 

各 2X2 32 double array 
和 ITXxi 16 doubjle array (cofrnpblexy) 
al 1 区 16 32 char arTay 
T 1x1 8 人 ouble arTay 
YY 1xI 8 doublte artfay 


(7Trand total is 23 elements USsing 96 jytes 
以 上 信息 也 可 从 工具 栏 中 的 工作 空间 浏览 器 (更 orkspace Browser) 观 察 到 。 
变量 的 值 可 通过 键入 变量 名 得 到 ,例如 
光 忆 站 最 示 a 的 值 
二 
1.0000 十 2.00001 
车 命令 窗口 中 有 些 变 量 不 再 使 用 ,可 使 用 命令 clear 来 清除 。 


网 和 Leaz 已 县 双 清 除 变量 a 和 妆 

为 握 

?99 TJndefined function or variable a， 站 说 明 a 已 清除 
罗 站] 

al 一 

This is a String 又 al 末 清 除 

》 elear 把 清除 工作 空间 所 有 变量 ( 慎 用 1) 


注意 clear 与 荣 单 Edit\Clear session 的 区 别 。 后 者 作用 是 将 稿 纸 ( 窗 口 显示 ) 控 干净 。 
《4) 变量 命名 规则 
MATLAB 恋 量 名 总 以 字母 开头 ,由 字符 .数字 和 下 划 线 组 成 。 有 效 字 符 长 度 为 31 个 ， 
且 区 分 大 小 写 , 如 a 与 A 表 未 不 同 变量 。 用 户 在 定义 变量 时 ,要 尽量 防止 它 与 系统 的 常量 
名 、 特 殊 变量 名 、 画 数 名 等 冲突 ,系统 不 会 告诉 你 冲突 发 生 , 造 成 的 后 果 是 系统 有 些 原 来 的 功 
能 暂 不 能 使 用 。 当 这 些 变量 被 清除 或 MATLAB 重 新 启动 后 ,这 些 功 能 得 以 恢复 。 
《5) 数据 显示 格式 
MATLAB 缺 省 的 数据 显示 格式 为 : 当 结果 为 整数 ,就 作为 整数 显示 ; 当 结 果 是 实数 ,以 
小 数 点 后 4 位 的 精度 显示 。 若 结果 的 有 效 数 字 不 在 这 一 范围 ,以 科学 计数 法 显示 (如 le 一 6 
表示 10-5。 数 据 显示 格式 可 通过 命令 format 改变 。 需 要 指出 的 是 ,显示 格式 的 改变 不 会 
影响 数据 的 实际 值 ,所 以 林 会 影响 计数 精度 。 其 计数 精度 约 为 15 位 有 效 数 字 。 
光 己 = 三 Di 
rc 一 
3. 14106 
水 芷 6zmat Tational; 妆 
一 
355/113 恤 最 接近 的 有 理 数 之 一 
》Format ong C 
rc 一 
3. 14159265358979 ”站 小 数 点 后 14 位 
入 和 CTFmat 
< 一 
3. 1416 执 恢 复 
MATLAB 还 允许 使 用 fprintf 格式 化 输出 ,其 使 用 方法 与 C 语言 基本 一 致 。 
》 ForintEt《〔《 "和 20.6F 。，c) 


3. 141593 

(6) 数据 保存 和 调用 

当 我 们 退出 MATILAB 时 ,命令 窗口 中 变量 不 复 存 在 。 为 了 保留 变量 值 , 我 们 可 在 退出 
之 前 用 命 今 save 将 变量 连同 它 的 值 用 二 进 制 方式 存储 在 数据 文件 中 ( 详 见 save 的 帮助 全 
意 )。 例如 
》As[1， 2 -1，3]; 
》 Save 儿 所 有 变量 和 数据 写 人 数据 文件 matlab. mat 
好 了 ,现在 退出 MATT.ABR, 再 次 启动 ,用 
交 呈 
?3?? Undefined function or variable 有 ， 媳 工 作 空 间 是 空 的 


和 1oad 品 从 inatlab. mat 调 出 
放 及 
及 一 
1 过 
一 ! 3 外 说 明和 撼 阵 A 已 存在 于 命令 窗口 


单 FileySave workspace as 的 功能 与 save 命令 等 价 。 需 要 注意 的 是 ,save 只 能 保存 变量 
和 数据 ,不 能 保 存 命 今 (保存 命令 行 须 通 过 程序 设计 M 文件 方式 实现 , 见 80.4)。 

为 了 与 其 他 应 用 程序 交换 数据 ,可 能 需要 用 ASCTII 码 方式 或 格式 化 文件 来 传递 数据 。 
save 利 load 提供 了 写 和 读 ASCHI 码 数据 文件 的 选项 ( 详 见 save 和 load 的 帮助 信息 )， 
MATILAB 六 允许 使 用 习 语 言 超 写 命令 fprintf,， fscanf，fopen，fread 等 来 传递 格式 化 数 
据 文件 ,其 使 用 覆 式 与 口语 言 基 本 一 致 。 


$0,2 短 阵 和 数组 运算 


MATILAB 基本 数据 单元 是 无 需 指定 维 数 的 抱 阵 ,标量 可 看 作 1 X 1 矩阵 ,” 维 行 向 量 或 
列 向量 分 别 可 看 作 二 Xz 或 X1 阵 。 

1、 托 阵 的 输入 

输入 矩阵 最 基本 的 方法 是 直接 输 人 第 阵 的 元 素 , 用 中 括号 [ ] 表 示 矩 阵 ,同行 元 素 间 用 
空 覆 或 逗号 分 隔 , 不 同行 间 用 分 号 或 回 车 分 隔 , 例 如 
岁 Cleari a=[1,，2，344，5，6; 7， 日， 9] 


闪 一 


1 2 3 
4 5 6 
8 9 
或 
》a=[l1 2 3 妈 这 种 方式 特别 适用 于 大 型 第 阵 
456 
7 日 口 | 


4 5 6 

了 8 蜂 
对 于 等 差 数列 构造 的 向 晶 , 可 用 和 久 号 运算 生成 
b=0:pt7tO:BI %% 初 箱 : 增 量 : 终 值 


b 一 
Columns 1 through 7 
孜 0. 3142 0.6283 0. 9425 1.2566 1.5708 1.8850 
(Columns 8 through 11 
2, 1991 2.5133 2.8274 3. 1416 
几 b2=1;10 冯 增 量 缺 省 值 汶 1 
bh2 一 
1 2 3 生 9 如 了 8 9 10 
》size (a)，length (b) 矩 阵 的 阶 数 ,向 量 的 长 度 
ans 一 
3 3 
ans 一 
1 
和 矩阵 元 素 双 下 标 编 址 按 通常 方式 , 单 下 标 纺 址 按 列 排 序 , 一 律 从 1 开始 编 址 (注意 下 标 不 能 
用 0)。 利 用 下 标 可 获得 失 阵 元 素 或 修改 失 阵 ,例如 
af 人 3 27，a《60) 


as 一 
8 
ahns 一 
8 
》ak3，4) = 工 糙 第 3 行 第 4 列 元 素 设 为 1 


尾 一 


7 8 0 1 
可 以 从 大 矩 阵 中 抽取 一 个 小 矩阵 ， 
光 C=bliysd) 
(一 
0 0.3142 0.6283 0.9425 
》d=a([1 3]，,) 上 % 取 a 的 第 1, 3 行 , 所 有 列 


1 2 3 0 
7 8 0 1 
小 矩阵 也 可 拼 成 大 扯 阵 ， 


》e=[erd] 


已 一 


0 0.3142 0.6283 妇 , 9425 
1.0000 2.0000 3.0000 0 
7.0000 8.0000 0 1.0000 


一 些 特 殊 矩 阵 可 用 内 部 画 数 产生 ,如 ones (m, nm) 生 成 元 素 全 为 1 的 央行 m 列 给 阵 ,zeros 
(mn 生成 元 素 全 为 0 的 搓 行 列 瞪 阵 等 。 

年 阵 的 输 人 还 有 其 他 方式 ,如 用 文件 产生 ,用 剪贴 板 写 人 ,从 外 部 数据 文件 读 人 等 。 

2. 齿 阵 运 算 符 

矩阵 有 多 种 运算 。 抢 阵 运 算 符 见 表 90-2。 


表 和 2 婚 阵 运 梨 符 






说 明 
复 失 阵 共 配 转 置 , 实 转 置 用 3… 



























芷 十 各 等 价 于 上 * onestsize (上 各) 十 机 
它们 分 别 为 交 二 也 和 XA 一 了 的 饼 





在 除 avB: 右 除 BA 





因 CILeaITY 
》R=[1 -1 0 2 8B=[0 151 -1j; 
》 站 


anas 一 


》RB 咱 即 六 -IIB 


0. 5000 95000 
0. 5000 一 和 5000 
力 Ra 了 色 即 AB 


0 1 
2 0 
几 +T100 
ans 一 
101 99 
100 102 
3 数组 运算 符 { 点 运算 符 】 
点 运算 符 .*、. /、.\、, 表示 纸 阵 对 应 元 素 的 运算 ,在 作 图 .编写 函数 时 经 常 使 用 。 
一 看 ”一 





罗 .“ 昌 儿 注 意 与 A* 了 的 区 草 


风 主 .AR 世 等 价 于 ones(size( 六 )). 7/AA 
RnsS 一 


1.0000 一 1.0000 





Inf 0.5000 

4. 关系 与 遇 辑 运算 
MATLAB 有 6 个 关系 运算 和 3 个 逻辑 运算 符 , 都 是 对 于 元 素 的 操作 
《 小 于 ; 一 = 不 等 于 ! 
《 = 小 于 等 于 ; E 与 ; 
》 大 于 ; | 或 ; 

= 大 于 等 于 ; 一 非 。 

= = 等 于 


在 MATLAB 中 必 真 "用 1 表示 , 洗 假 "用 0 表示 ,而 还 辑 运算 中 ,所 有 非 零 元 索 作 为 1 处 理 。 
》 8?B 


号 有 SS 一 


1 0 池 想 一 想 ,什么 意思 ? 
0 1 
》aSB 
号 妨 呈 一 
0 1 
0 1 
5 数学 函数 


和 矩阵 的 数学 函数 也 是 按 元 素 的 运算 ,使 用 通常 的 函数 号 ,如 sin(a)，asinka)，tan(a)， 
exp(a) ，sGrt(a) ，1og68) 等 ,例如 


几 SG ) 
dns 一 
1. DoOob 0 十 1.0000i 
山 】. 和 42 


0.3 形 


Bl1ot 基本 二 维 图 形 ; clLabe1l 等 高 线 高 度 标 志 :; 
fpleot 一 元 光 数 图 象 ， 七 ex 文本 ; 
plot3 空间 曲线 ; Srid 格 棚 : 
meSshgr:id 网 格 数 据 和 后 成 ; 1egend 图 全 ; 
mesh 网 面 图 hold 图 形 保 持 ; 
SU 下 曲面 图 ; BaXIS 定制 坐标 办; 
ConteU 等 高 线 图 ; Vieyw 改变 视点 ; 
Conteur3 3 维 等 高 线 图 ; Subp1let 子 图 ; 
七 革 工 亿 标题 ; 王 荆 guEe 新 图 形 窗 呵 ; 
xlabel 工 轴 说 明 ; cl 清除 网 形 ; 
YLabel y 轴 说 明 : CTLose 关闭 图 形 窗 口 。 
zlabel * 萌 说 明 ; 

1. 曲线 团 





| 
plot (xy 9) 作出 以 数据 (xzGD)，y(i)) 为 节点 的 折线 图 ,其 中 x，y 为 同 长 度 的 


向 章 ; 
BJOt (YXxt，3JT，Xx2，Y2，-，:) 作出 老 组 数据 折线 图 ; 
fplot( fun， [ab]) 作出 机 数 fun 在 区 间 [a,， bj] 上 的 机 数 图 
访 ]et3 【并 ， 区， ZJ) 空间 曲线 图 ,其 中 其 9 下 z 为 同 其 度 的 向 量 。 











》plot ([L 4 2 5 引 ,[3 5 1 4]) 听 贿 次 连接 (1，37，(4，5)，(2，1)，(5，47 四 
点 (如 图 02》 





5 T 了 





围 0-2 pot 的 使 用 


几 plot ([1 4 2 5], 3 5 工 4 ， 1:3， [2 10 3]) 上 注意 颜色 
围 形 可 直接 保存 为 M 文件 ,也 可 利用 图 形 窗口 菜单 Edit/Copy figure 将 其 作为 图 片 兽 由 到 
三 prd 或 其 他 应 用 程序 中 。 
回 形 的 线 型 ,标记 ,颜色 均 可 设 定 。 常 用 的 见 表 0-3。 
一 一 


表 六 3 图 形 元 标的 说 定 








舌 色 线 开 标 记 
b 蔬 ( 职 认 ) - 实 线 ( 台 认 ) 扰 标 记 ( 园 认 ) 
引 线 -- 划 线 灵 星 
对 3 虚 如 点 
Y 黄 | -， 点 划 线 图 
由 洋红 工 六 
忆 而 + 十 字 
字 上 8 方块 
K 昭 | 台 蒜 形 
业 下 用 形 
下 上 三 第 形 
< 左 角形 
人 右 二 角形 
hb 六 角 
P 第 组 








例 1 一 元 丽 数 财 y 了 一 所 一 rz 一 1 和 3 一 zsinf5z) 一 2 习 工 写 2(4 结 果 见 图 六 3) 
六 plLot (xx.r3-X-1 1， 2 holdoni 外 hold on 在 作 下 -- 幅 图 时 保留 已 有 图 象 
六 xx= 一 1:0.2:247= ahs(x)]. 2. SnC5” 
》 PlLot (xz，Y， :ro hecld offi 贞 bhold off 释放 hold cn 











图 小 3 曲线 图 


2， 曲面 图 





rx， 中 = meshgrid (xza， ya) 当 xay， wa 分 启 为 王 维 利 ” 维 行 向 量 , 得 到 x 和 了 均 为 = 
行 户 世 抵 阵 。meshgr 襄 带 用 于 条 成 7y 平面 上 的 网 格 数据 ; 

mesh (x，YyY， zj 绘制 网 而 图 , 昨 最 基本 的 曲面 图 缘 命 令 , 其 中 x、Y、z 旦 同 阶 年 阵 , 表 
示 曲 面 二 维 数据 ， 

mesh (xa， 和 a, z) za, ga 分别 为 由 维和 维 向 量 ,z 为 环行 说 列 抵 阵 ， 等 价 于 先 Lx， 
7] = meshgricl 《xa，Yya) 两 mesh (xz，y，Z)4 








-1 
一 一 














surt (x,，y，z) 绘制 曲面 图 ,与 nesh 用 法 类 似 ; 
contour (x，Y，z) 绘制 等 高 线 图 ,与 nesh 用 法 类 似 , 可 指定 z 的 范围 ; 
contour3 (x，yYy,，z) 绘制 三 维 等 高 线 图 ,与 mesh 用 法 类 似 , 可 指定 z 的 范 国 。 





岗 如 
》XB=1:3，9a=1:4; [xyY]= meshgrid (xza，Ya)f 2= 式 +Y# mesh(x，y，Zz) 
光 Ex， Y， z] 

了 


Ce Ra Go 
忆 一 
上 必 o mo 
DT 上 
~ em Cn 心 


1 
2 
3 
站 


必 2 ce 一 


2 
了 把 
] 2 
1 2 


这 3 组 数据 构成 网 面 的 12 的 格 点 坐标 。 
例 2 二 元 函数 图 > 一 zexp( 一 到 一 学 ) 
风 Clear Close %%eloese 关闭 已 育 图 形 窗 口 
罗 KB= 一 2:2:2 =xYai 
光 [xy = meshgrid (xa，Ya)j1 z= XeXD( 一 式 . 2 一 了 .27 






》mesh (了 ， 2) 外 网 面 图 ,看 看 图 ( 见 图 0-4) 
光 SuzE〔XK，Y，Z) 猎 曲 面 图 ,看 看 图 

少 contour (X，Y，Z7 5 吼 等 高 钱 图 ,看 看 图 

有 Sonteur 了 3 (XK，7，Z) 史 三 维 等 高 线 图 ,看 看 图 






国 一 - 
1 me 
2 CE ea 
CR 人 2 


图 4 曲 图 转 


3. 说 明 、 格 栅 和 图 例 





title (字符 绅 》 图 形 标题 说 明 ; 

xlabel，ylabel，zlapel 用 法 类 似 于 title, 分 别 说 明 坐 标 轴 工 ，?，2 
text (x，Y，' 字 符 串 将 字符 串 表 达 的 文字 标 于 (z， 2 处 ; 

legend (' 字 符 串 1，' 字 符 果 2 ，.….) 依次 说 明 图 例 ， 

grid on/grid off 显示 /不 显示 格 栅 。 





例 3 参 变 量 函 数 
SPACE LINE 
开 一 02teDOS8 EN 


了 3 一 em26imn 5 (0 < 志 < 20》 


吕 一 上 
打印 图 象 如 图 0-5 所 示 。 
少 ClLearj ClLoSsei 
少 士 =040.1;20; r= expf 一 0.2* 七 )# 七 = 个 .5* 疡 i 七 ; 
用 区 = 工 -*eosfthb]y YY= 工 ”Binfth)i = 七 图 05 空间 曲线 图 





plet3【〔xX，Y，Z7 8 

几 二 让 le 《SPRCE LINE 7 

》text (xz(1》，Yy(1》，z(1)，'START ) 

光 开 = Lengthfx) text(xtn)，7(n) ，zfn)， END ) 

》xLabelf' Xi Label(T 7) zlabelC 2 ); 

》1]legend 〔('Cone Line') ; %% 图 例 可 以 拖 动 

》griad ony %% 再 试 一 试 冬 id off ,观察 变化 
4. 图 形 控制 


hold cn/hold off 保留 /释放 现 有 图 形 ; 

axia cffron 不 显示 /显示 坐标 轴 ! 

axis [([a, b， cy 由) 定制 2 维 坐 标 轴 范 围 a<x<bece<y<adi 

axis ([a, b， cy d, e, 引 ) 定制 3 维 坐 标 轴 范 围 a <x < be ydecz<c 和 


view (az，el) 调整 视 和 角 ,az 为 作 度 ,el 为 高 度 ( 默 认 az= -3.5，el=30)1 
figure 开 一 个 新 图 形 窗 口 ; 

close 关闭 现 有 图 形 窗 口 

subplot (my ny k) 将 图 形 窗口 分 为 mn 个 子 图 ,并 指向 第 上 幅 图 。 





5 图形 对 条 设 置 
MATLAB 图 形 窗口 .坐标 轴 、 图 形 元 素 等 往往 是 系统 自动 选 定 的 ,有 些 可 用 图 形 命令 


来 改变 ,如 曲线 的 颜色 .标题 文本 ,视点 等 ， 一 般 来 说 可 使 用 对 象 设置 命令 set 来 设置 ,如 文 
本 的 字体 ,坐标 轴 刻 度 .窗口 的 背景 色 等 ,但 用 法 较 复 杂 。MATLAB5. 3 的 图 形 窗口 建立 了 
图 形 对 象 编 辑 工具 ,可 直接 改变 图 形 设置 (图 0-6)。 


/ Pigare 了 D， 
RiTe 了 it 工 o025 时 iaow 于 atp TAN 区 汪 


| 


图 46 图 形 窗口 菜单 和 工具 栏 


作为 示例 ,我 们 现在 来 设法 将 例 3 产生 的 图 形 改变 成 图 -7 样子 。 


SpACEIINE 《1) 按 工 具 栏 Enahle 按钮 (指向 左上 方 的 箭头 ) ,使 图 
人 形 处 于 编辑 状态 ; 
《2) 曲线 粗细 和 颜色 :选中 曲线 ,用 鼠标 双击 可 编辑 ， 
将 颜色 改 为 红色 ,粗细 改 为 3 
《3) 学 协 大 小 :选中 所 要 编辑 的 文字 ,用 荣 单 Toolsy 
Text Proberty… 设置 
0 x START 《4) 坐标 轴 : 选 中 并 双击 坐标 加 ,将 y 轴 方 庙 设 为 
， 图 #7 图 形 对 象 设置 《5) 再 按 工 具 栏 Enable 按钮 ,使 图 形 回 到 正常 状态 ; 
(6) 调 视 角 : 按 工 具 栏 Rotate 按钮 ( 带 箭头 的 圆 圆 ) ,选中 坐标 轴 ,调整 为 理想 角度 ; 
(7》 加 箭头 线 : 按 工具 栏 Add arrow 按钮 ( 指 庙 右 上 方 的 箭头 ), 从 凯 点 拉 上 出 三 根 坐 标 
线 ,并 双击 编辑 加 粗 ; 
(8) 加 文本 : 按 工 具 栏 Add text 按钮 (字母 A) ,在 适当 位 置 写 X, 了 ,，Z, ,设置 字体 和 
大 小 ; 
(9) 在 命令 窗口 用 命令 axis off 使 原 坐 标 办 不 显示 。 
但 图 形 窗口 对 象 编辑 工具 并 没有 给 册 所 有 设置 ,更 详细 的 设置 可 用 菜单 FileyProperty FEdi- 
ter .. .完成 (MATILAHB5.2 这 一 菜单 在 命令 窗口 )。 





80.4 程 库 设计 


t， 控制 流 
到 目前 为 止 , 我 们 用 的 命令 者 是 顺序 结构 的 ,对 于 复杂 的 计算 ,需要 循环 和 分 支 结构 。 


100 


们 4 计算 *= 之 ) 六 


省 Clears 绰 关 剖 ; 
和 forn=1; 100 
号 = 号 17nAni 
end 
风 号 
s 一 
1. 6350 
常用 控制 滨 语 名 有 
for 循环 变量 = 初 值 : 增 量 : 终 值 , 语 名 :enqd 
while( 芝 作 式 ) ,语句 end 
《条件 式 ) ,语句 ;end 
if( 条 件 式 1, 语 句 1; elseif( 条 件 式 2) ,语句 2;……i else, 语 名 5eng 
switch( 分 支 变 量 Jcase( 值 1), 语 名 1: case( 值 2) , 语 杀 20 
otherwise 语 人 杀 3;end 
另外 还 有 break( 中 断 循 环 ) ,return( 中 其 执行 返回 ?等 。 
一 12 一 


2. ML 脚本 文件 
















ATLXB EtorZDebugeer -Teea 二 抽 一 也 -MATIAERIT 
因 . 了 2 省 上 世 ee RE eols nd 3 
吕 二 蝇 | 


全 帮 2 ， 
全 二 昌 沁 







workAezn 如 a] 降生 [至 





图 08 M 脚 本 (函数 | 文件 编辑 帮 


从 工具 栏 的 编写 程序 (New File) 按钮 或 在 Fle/New 菜单 选 Mrfile 就 进入 MATLAB 
的 编辑 器 Editer, 用 以 编写 用 户 的 M 文件 。 如 图 0-8。M 文件 可 分 为 两 类 ,M 脚本 文件 和 
M 函数 文件 。 将 多 条 MATLAB 语句 写 在 编辑 器 中 保存 在 适当 的 目录 中 (这 个 目录 须 在 
MATLAB 搜索 路 径 中 ), 就 得 到 一 个 M 脚本 。 如 我 们 将 例 4 中 的 几 条 语句 写 在 编辑 器 中 ， 


LeaTrji S = 站 5 


二 er 生 = 了 工 :1 站 
8=S+1lmnn; 
end 


号 
保存 为 eg0 _45 不 要 加 扩展 名 m) ,然后 在 命令 窗口 执行 
放 eg0 4 
1.6350 

使 用 编辑 器 也 可 打开 和 艇 改 M 文件 , 观 痔 变量 值 , 调 试 程序 等 。 但 要 注意 :每 次 收 改 程序 后 
都 过 存 表 。 文 件 名 以 字母 开头 ,由 字母 ,数字 或 下 划 线 组 成 ,一 般 可 3 个 字符 以 上 .注意 不 
要 含 非 法 字符 如 空格 . 减 导 等 。 

3， 郴 圾 文件 

M 郑 数 文件 以 function 开头 ,格式 为 





function 输出 变量 = 函数 名 (输入 变量 ) 
语句 ; 


在 MATILAB 中 ,使 用 M 函数 是 让 该 水 发 的 厂 表 浆 件 主 名 调用 ,而 不 是 function 中 的 函数 


名 ,但 我 们 建议 二 者 用 同名 。M 函数 与 M 脚本 有 两 个 重要 区 别 : 第 一 ,M 函 雪 一 般 有 输入 


输出 变量 ;第 二 ,M 函数 中 所 有 变量 为 局 部 变量 ,而 脚本 文件 中 所 有 变量 都 存在 于 命令 窗 
口 , 即 全 局 变量 。 例 如 ,在 编辑 器 窗口 写 范 数 文件 
%RMT 孙 教 eg0 4f. m 
function s = 荆 (? 
S=0; 
Ecoz = ]】: 卫 
S=S+1LAnny 
end 
保存 为 eg0 4f. m, 在 命令 窗口 执行 
》eleary eg0 4f(100)，eg0 _ 4f(tL000) 
an5 一 
1.8350 
症 5 一 
] .6439 
为 S 
?3? LUjndefined funetion or variablte s， 听 说 明 s 不 是 命令 窗口 的 变量 
4.“ 编 程 几 点 高 级 事项 


Input 提示 输 人 : eva] 质 行 命令 

巡 isP 强行 显示 feval 函数 求 值 ; 

humn2 st 数值 转 字 符 申 ; keyboazrd ”键盘 指令 

Stzr2mnum 字符 果 转 数值 ; Patlse 延 时 ; 

int2st 工 整数 转 字符 串 warning ”显示 敬告: 

mat2SH 工 矩阵 转 字符 串 ertoz 显示 错误 并 中 断 ， 
char 按 ASCII 码 转 换 ; nargin 函数 的 输入 变量 个 数 ， 
StrCmp 字符 串 比 较 ; nargout ”输出 变量 个 数 。 


《1 注 炎 :注释 语句 用 % 开 头 , 对 本 行 后 面 字符 起 作用 ,注释 语句 不 参与 运算 ,起 说 明 作 
用 ,增强 程序 的 可 读 性 ,一 个 好 的 M 文 侍 开 头 应 有 一 段 注 释 ,说 明 功能 和 使 用 方法 ,这 部 分 
注释 使 用 
help 文件 主 各 
可 看 到 。 注 释 符 儿 也 常用 于 程序 调试 。 
(2》 提示 输入 :input 和 disp 是 一 组 输入 输出 语句 ,例如 编写 下 列 脚本 文件 finddet- 
am 使 对 键盘 输入 的 方 阵 求 得 行列 式 。 
叫 误 件 Einddet. 
Cear 疫 # 
BR= input〔 "Enter square matrixy' >; 
过 = Ge 上 (5 
dispf['ITts determinant 15“，num2strCcd)]); 
这 里 num2stz 是 将 数 转换 为 字符 申 , 这 样 可 与 前 而 的 字符 申 一 起 构成 字符 串 抢 阵 。 现在 
运行 


必 于 inclclet 
Enter a square matrix:《【《 请 你 输 人 方 阵 , 如 L1 2;34]) 
Tts determinant 1s 一 之 
《3) 子 函 数 :M 困 数 中 允许 使 用 子 函 数 。M 函数 中 第 一 个 function 为 主 汞 数 , 其 他 
functrion 为 子 国 数 ， 
《4) 全 局 变量 :M 文件 间 变 量 值 传递 除 使 用 参量 外 还 有 一 种 方式 : 定 多 9lobal( 全 局 变 
量 ) , 它 的 意义 与 通常 全 局 变量 稍 有 区 别 , 只 对 有 定义 的 文件 起 作用 。 
(5)》 数组 化 编程 ,MATLABH 是 数组 化 程序 语言 ,好 的 M 文件 应 尽量 使 用 内 部 函数 ( 包 
括 半 系 与 黑 辑 函数 any、al、find 等 ,网 例 5) , 少 用 循环 语句 ,以 提高 运算 速度 。 如 例 4 写成 
下 列 形式 运算 较 快 。 
W%M 函数 egb 4f1 im 的 改进 
functrion S= 王 () 
妃 三 十; 职 ， 
s=Sunf1. /mn.“2y; 本 sum 表示 问 量 的 和 
(6) 预 分 本 :尽管 MATLAB 数组 无 须 定义 大 小 ,但 经 常 收 变数 组 大 小 会 影响 速度 , 采 
取 一 些 预 分 配方 法 可 提高 运算 速度 。 如 


较 差 的 程序 较 好 的 程序 

vi 一 2 v 一 2 onest1，1007# 
fer i 一 2:100 foer 1 一 2;:100 

Vi 一 VE 一 1 站 5 这 一 VO 一 1 一 日 ,5 
end end 


(7) 与 CAC 十 十 及 FORTRAN 的 接口 :MATIAB 提供 了 API 函数 将 CC 十 十 或 
FORTRAN 程序 转化 为 在 MATLAB 中 运行 的 MEX 文件 ,也 可 用 Complier 从 M 函数 生 
成 CXC 十 十 代码 或 可 执行 文件 。MATLAB 还 可 与 EXCEL 交换 数据 。 


“ 例 5 分 段 函数 图 
0.5457expf 一 0.75 拓 一 3.7522 一 1.5z)， 六 十 32 1] 
如 3 -seemcyeey 一 1 所 袜 填 有 
0. 5457expB( 一 0.7532 一 3.75p 十 1.5z)， 全 十 了 委 一 | 


%M 文件 eg0 5. 和 
ClLeaTr， COSGs 
xas -2:0.1;2; Ya= -2:0.1:24 [x，Y] = meshgrid (xa，7)# 
Z = ZeTOSCSiLZeX) 7) 3 第 预 处 理 可 加 快速 度 
kKL = finel (x+Y)1)3 gx 返回 符 台 x+ Yy>1 的 数组 编 址 ( 单 下 标 ) 
z(Kk1) = 0.5457* exp( 一 0.75*Y(kl)- ~ 人 一 3.75”K(kt)》 2 一 工 . (KKL773 
k2 =findftx+TY = 18SxXx+Y? 一】 
zfk23 = 0.7575* expft ~ 了 KK27》， ~ 2 一 6XCK2)-“ 2)# 
k3 = find(x+Y( 一 1 
zf(k37 = 0.5457* expt 一 信 ， 75* 吧 K37》 “了 一 了 T5* Xfk37. ^2+1.57XKK37)# 
8 一 


meSsbhf 和 天，Y，z) 3 


#0.5 在 线 帮助 和 文件 管理 


1， 在 线 帮 助 





heip， 显 汞 查询 目录 ; 

help 子 月 好 名 显示 子 目录 中 所 有 MATILAB 系统 命令 及 函数 ; 
help 命令 或 函数 显示 该 命令 或 函数 的 说 明 部 分 ; 

lcokfor 关键 词 显示 与 该 关键 词 有 关 的 命令 和 函数 ， 





》》 helPp inr 

INYW iatrix inVerSe， 
IJNVIK) is the inverse of the sqauare matriX 其。 
和 Warning message 13 Piinted 计 is badly scalied or 
nearly singulat. 

》 1oockfor inverSse 

ACOS JInverse cosine. 

AaACOSH Inverse hyperboflic cosine-. 

AaACOT Inverse cotangent. 


IRV Matrix invyerse， 
PINV Pseudoinverse， 
IFFT Inverse 中 screte Foutier transform。 
2， 文件 管 理 
MATLAB 文 件 有 M、Mat、Mex 等 。 其 中 M 文件 是 最 主要 的 ,MATLAB 绝 大 网 数 内 
部 函数 是 M 文件 ,我 们 用 户 自 编 的 程序 一 般 也 是 M 文件 。 





what “” 显示 当前 目录 中 的 MATLAB 文件 

dir 显示 当前 目录 中 所 有 文件 ; 

tYpe M 文件 主 名 显示 指定 的 M 文件 内 容 ; 

Which M 文件 主 名 显示 指定 的 MATLAB 文件 的 路 径 ; 
cd 显示 当前 工作 目录 ; 

cd 子 有 目录 名 进 人 和子 目录 ， 

mkdlir 建 子 目录 ; 

1 DOS 命令 执行 DOS 命令 。 








》which iftt 
Divmatlahllvtoolboxvtnatlabvdatatunsittt. tm 
少 七 YBe 证 丰 tt 
显示 M 文件 iftft.m 的 全 部 内 容 。 
光 七 Ye acos 
acos is a buailt-in function， 冯 一 些 核 心 函 数 不 是 M 文件 

3. MATLAB 工作 目录 

MATILAB 只 执行 当前 目录 和 搜索 路 径 ( 写 在 文件 pathdef, mm 中 ?中 的 命令 和 画 数 。 当 
MATLAB 接受 到 一 个 命令 首先 检查 是 否 为 命令 窗口 常量 或 变量 ,然后 检查 当前 工作 目录 
M 文件 名 .再 依次 按 路 径 队 列 搜索 , 排 在 后 面 的 同名 M 文件 得 不 到 执行 。 你 所 正在 执行 的 
M 文件 的 位 置 可 用 which 查 到 ,并 可 用 type 显示 文件 内 容 。 

使 用 工具 栏 里 的 路 径 浏 览 器 (Path Browser) 可 查看 到 搜索 路 径 队 列 , 也 可 改变 当前 工 
作 有 上 月 录 或 在 搜索 路 移 中 添 吉 新 目录 。 对 于 使 用 公共 计算 机 的 读者 ,我 们 建议 设置 你 生 己 的 
工作 目录 (如 软盘 a:)。 壮 次 进入 MATLAB, 使 用 路 径 浏览 器 将 你 的 目录 设置 为 当前 月 杀 ， 
你 编写 的 程序 都 保存 于 此 目录 ,就 不 会 与 别人 的 程序 冲 窗 了 。 

在 MATLAB 中 , 当 你 对 某 命 令 或 函数 的 使 用 不 清楚 时 ， 多 使 用 help, 多 用 例子 试 一 
斌 ; 想 阅 读 程序 ,使 用 typei 若 你 起 用 关键 宇 查询 命令 和 本 孝 ,使 用 loockfor。 这 祥 体 不 用 书 
面 材料 , 款 可 自学 MATIAB 了 。 


#0.6' 符号 数学 工具 箱 


符号 数学 工具 箱 (Extended Symbolic Math) 是 MATLAB 一 个 特殊 的 工具 箱 , 可 进行 
解析 数学 运算 和 任意 指定 精度 数值 计算 。 

1.“ 符 号 对 象 

符号 运算 使 用 一 种 特殊 的 数据 类 型 , 称 为 伯 号 对 象 (Symbolic Dbject) ,用 字符 串 形 式 表 
示 , 但 又 不 同 于 普通 宇 符 半 (Char Array)。 其 变量 .表达 式 均 为 符号 对 象 。 符号 对 象 使 用 
sym 或 symas 生成 ,如 
》swms abeci 始 生 成 几 个 符 导 变量 
》R=[0.1 ai bc] 色 当 热 达 是 一 个 符号 矩阵 ,其 输出 表达 与 数值 矩阵 有 明显 区 别 
和 一 


[1710， 让 

[ hbh，eo 

》d=sym(5^0.5 7) 上 % 数 值 表达 式 转化 为 符号 表达 式 
4 一 

5~0.5 % 广 意 它 只 不 是 数值 


》E=sm('zx3-1) %% 字 符 曲 化 为 符 导 对 象 
{ 一 

X~3 一 1 疙 注意 它 已 不 是 字符 串 
光 syYms 二 = SYm (X ~ 了 一 二 ) 听 结 果 同 圭 


罗 str = charf(E) 中 符 号 对 象 转化 为 字符 毕 
》n = double(d) 8 外 符号 对 象 转化 为 数值 

现在 请 使 用 工具 栏 的 工作 空间 浏览 器 (Workspace Browser) ,观察 各 变量 数据 类 型 。 可 
多 ,符号 对 象 占 用 字 节 数 远大 于 数值 或 字符 ,同时 其 适 算 速 度 也 慢 许 多 ,所 以 通常 Symbolic 
命令 只 作为 “符号 计算 器 " 作 解 折 运 工 ,数值 计算 一 般 不 提 介 用 Symbolic 命令 。 

2.“ 基 础 符号 运算 函数 


SYm 字符 串 或 数值 到 符号 的 转换 expand 展开 ! 

Char 符号 到 字符 哩 的 转换 ， Collect 合并 同类 项 : 
double “符号 到 数值 的 转换 ; sjmplify，simple 化 简 
digits 计算 字 长 设置 ; Suhbs 恋 量 代 换 ; 
VBa 任意 精度 计算 ; ezplot 符号 函数 作 图 ; 
factor 办 式 分 解 ， funtool 示 数 计算 器 。 


注 :(1)MATILAB 大 多 运算 符 如 十 ， 一 ，*，/，， .1 .等 适用 于 符 束 对象 上 2)fun- 
tool 是 一 洒 直 观 的 图 形 化 函数 计算 器 ,很 方便 进行 画 数 代数 运算 和 微 积分 。 自 己 汪 一 试 。 
“ 例 6 【多 项 式 适 算 )》 FUz) 一 《一 1 ，8(z) 一 【了 十 ] 
罗 SYS 2 下 = (YX 一 33= (cd 38 
罗 B=E*g 
h 一 
《x 一 1) 31X 二 1) 3 
》 号 = expand(Ty) 
3 二 
X 6 一 3 X” 4 十 3 xx 2 一 1 
风 BE = factorfs) 


hf 一 

(x 一 1 >、3”(X 十 173 

鸭 hsub = Sube fsS，KX，X “2 十 其 十 1)》 外用 x-~ 2 十 xz 二] 替换 s 中 的 xx 
hsub 一 


《X、2 十 xX 二 1) ~ 一 3 (xz 2 十 x 十 1) “4 十 3*(x 2 十 X 十 1) “2 一 1 
风 hsim= simplekhsuby》 

hsitm 一 

X~ 3 7(XTT1) 3 (0x 2 十 x 十 2) “3 
》hnum = subs 《hsim，pi) 名 x 一 由 时 的 值 
hnum 一 

7.4507e 十 006 
》 hnum2 一 subs (hs 误 ， ai ) 昨 注 意 不 是 
hnum2 一 
pi*3* (pi 十 1) -3 (Pi 2 十 和 ii 十 2 ”3 
》》wpa (hnum2 ，50) 折 50 位 精度 计算 
ans 一 


-一 - 了 号 一 


7450711.3927922432591138430883231108102852492996213 


专 0.7 习 题 


1 实践 下 列 MATLAB 命令 ,观察 结果 ,以 理解 ，，.… 的 作用 。 
(zz=2iVv=4/3*pir^3 
{iyr=2，7=4/3"pirTr -3 
《ii rr=2v=d4A3x*.，- 
Bi ze^3 
2 观察 下 列 计算 结果 ,理解 数组 与 婚 阵 运算 的 意义 
(D [Cl 2;53 4]+1 
(ii)[1 2;43 4]*[1.1 1.2; 1.3 1.4] 
{iii) 1 2 3 4].*[1.1 1.2 1.3 1.4] 
firy sin (1:4) 
(vi 243 4]>=[4,3; 2 1] 
3 作出 下 列 函 数 图 象 


(iD 一 了 sinfz 一 开 一 人) 一 2 二 工 苹 2 (分 别 使 用 plot 或 fplot 完成 ) 
(iD z/4 十 到 /9 一 1《 业 圆 提示 ,使 用 参数 方程 ) 
(iiys 一 妆 十 闪 ( 抛物 面 ) [zl<3，31<3 


4 用 循环 语句 形成 Fibonacei 数列 刀 一 Fa 一 1 P 一 FT 十 Ra 一 3， 4 并 
验证 概 限 


《提示 :计算 至 两 边 误 盖 小 于 精度 le 一 8 为 止 ) 


实验 一 ”投入 产 出 平衡 ”矩阵 和 线性 方程 组 


未 实验 中 我 们 学 习 MATLAB 有 关 线 性 代数 运算 的 命令 ,加 深 对 向 音 和 几 阵 概念 和 理 
论 的 理解 .并 研究 投入 产 出 分 析 . 基 因 坦 传 等 应 用 问题 。 和 补充 知识 介绍 了 数值 计算 中 常常 消 
及 的 范 教 .条 件数 和 涉 态 方程 组 等 概念 以 及 线性 方程 组 Gauss 消去 法 。 


$#11 引 例 : 国民 经 济 投 入 产 出 综合 平衡 


在 一 个 国家 或 区 域 的 经 济 系统 中 ,各 部 门 (或 企业 ) 既 有 投入 又 有 产 出 。 生 产 的 产品 满 
足 系统 内 部 各 部 门 和 系统 外 的 需求 ,同时 也 消耗 系统 内 各 部 门 握 供 的 产品 。 美 国 哈 锦 大 学 
教授 Leontief 于 20 世纪 30 年 代 首 先 提 出 并 碟 功 建立 了 国民 经 济 的 投入 产 出 的 数学 模型 ， 
并 主持 制定 了 美国 国民 经 济 投 入 产 出 综合 平衡 计划 。 因 此 他 获 1973 年 诺 贝尔 经 济 学 奖 。 

设 有 ?= 个 经 济 部 门 ,z 为 部 门 ; 的 总 产 出 ,co 为 部 门 了 单位 产品 对 部 门 主 产品 的 还 耗 ,d， 
为 外 部 对 部 门 ;的 需求 ,六 为 部 门 / 新 创造 的 价值 。 那 么 各 经 济 部 门 总 产 出 应 满足 下 列 关 
系 式 


十 


一 ev 十 帮工 一 1 ww， 《1.1) 


了 一 1 


一 iceo 十 太一 1 《1. 2) 
4 一 工 


上 述 (1.1) 式 称 为 分 配 平 衡 方程 组 ,(1. 2) 式 称 为 消耗 平衡 方程 组 ， 由 于 各 r, 相互 关联 ,不 
可 能 独立 地 进行 研究 。 我 们 可 以 用 和 王 阵 理论 来 表达 和 分 析 。 令 避 一 co) 下 一 人 
将 (1) 式 化 为 扯 阵 形式 


瑟 一 CX 十 刀 《1.3) 
令 4 一 巨 一 C, 这 里 已 为 单位 矩阵 。 那 么 (1. 3) 式 化 为 
4 一 厂 《1.4) 


经 济 学 上 口 称 为 直接 消耗 矩阵 ,4 称 为 Leontief 矩阵 。 令 


1 


六 表示 各 部 门 间 的 投入 产 出 关系 , 称 为 投入 产 出 矩阵 ,Y 表示 各 部 门 的 总 投入 , 称 为 总 投入 
向 量 。 那 么 新 创造 价值 向 量 
一 2 人 一 


下 一 大 一 了 《1.6) 


$1.2 数学 理论 复习 : 数 性 代数 


自然 科学 和 工程 实 跨 很 多 问题 的 解决 都 归纳 为 线性 代数 方程 组 的 求解 和 和 矩阵 和 运算。 有 
些 问 题 本 身 就 是 一 个 线性 方程 组 ,例如 结构 应 力 分 析 问 题 . 电 子 传输 网 分 析 问 题 , 投 人 产 册 
分 析 问 题 和 各 种 卓 体 管 电路 分 析 问 题 ; 另 一 广西 有 些 数 值 计 算 方 法 导致 线性 方程 组 求解 ,如 
数据 拟 合 问题 , 非 线 性 方程 组 和 偏 惩 分 方程 组 数值 解 问题 等 等 。 




















1， 线性 方程 组 
好 个 未 知 量 闸 个 方程 的 线性 卢 程 组 一 般 形式 为 
如 11 - 过 1 上 13 - 蕊 3 机 Gin 一 可 
代 31 十] 他 2 十 sa 二 (1 7) 
1。 、 十 &ia 十 和 十 和 mr 一 记 。 
令 
fuaa 好 1 忆 1r 灾 1 站 
二 他 1 二 | .>Y 一 | ,一 六 
但 由 ] 他 他 mm 本 六 
由 得 乞 阵 形式 
xf 二 《 工 . 各 》 
苦 右 端 雯 一 04, 即 
af 一 日 《1. 9》 
则 称 方程 组 为 齐 次 的 。 


方程 组 (1.8) 可 能 有 唯一 解 ,可 能 有 无 穷 多 解 , 也 可 能 无 解 , 主 要 取决 于 系数 矩阵 4 及 
增 广 矩阵 4， 及 的 秩 。 若 秩 (4) = 秩 (4， 国 一 7 存在 唯一 解 , 其 解 理 论 上 可 用 Cramer 法 
央求 出 ,但 由 十 这 种 方法 要 计算 za 十 1 个 半 阶 行列 式 ,计算 量 杰 大 通常 并 不 采用 ; 若 秩 《4) = 
移 (4, 及 <- ”存在 无 穷 多 解 , 其 通 解 可 表示 为 对 应 齐 次 方程 组 (1.9) 的 一 个 基础 解 系 与 
(1. 9) 式 的 一 个 特 解 的 亚 加 ; 若 秩 (A) 关 秩 (4A,， 甩 ， 则 无 解 , 这 时 一 般 寻 求 最 小 二 乘 近 亿 解 ， 
即 求 x 使 向 量 4x 一 互 长度 最 小 。 

2. 逆 和 矩阵 

方 阵 4 称 为 可 送 的 ,如 果 存 在 方 阵 如 ,使 

4PB 一 BA = 王 


这 里 已 表示 单位 阵 。 并 称 也 为 4 的 赣 矩 阵 , 记 召 一 4。 方 阵 4 可 送 的 充分 必要 条 件 是 
141 和 0。 求 道 抑 阵 理 论 上 的 公式 为 


这 里 4 "为 和 的 伴随 矩阵 。 利 用 道 矩 阵 ,(1. 2) 式 的 解 可 表示 为 

半 一 岂 让 
由 于 这 个 公式 卡 及 大 量 行 别 式 计 算 ,数值 计算 不 采用 。 求 送 矩 阵 的 数值 算法 一 般 是 基于 求 
解 线 性 方程 组 的 方法 。 


3. 特征 值 与 特征 向 量 
对 于 方 阵 4, 若 存在 数 4 和 非 零 向 量 * 使 


Ar 一 r 《1., 11) 


则 称 为 4 一 个 特征 值 ,x* 为 44 的 一 个 对 应 于 特征 值 ) 的 特征 向 量 ， 特 征 值 计算 归结 为 特 
征 多 项 式 的 求 根 。 对 于 ?” 阶 实 数 方 阵 ,特征 客 项 式 在 复数 荡 围 内 总 有 ?个 根 。 对 应 于 特征 
值 4 的 特征 向 量 是 齐 次 线性 方程 组 

《4 一 眉 ) 一 小 (1. 12 
的 所 有 非 零 解 。 通 常 只 需要 求 它 的 一 组 线性 无 关 解 。 特 征 值 和 特征 向 量 求解 的 数值 方法 是 
由 当 复 杂 的 ,适用 人 性 较 广 的 是 正 交 三 角 分 解 系 列 算法 (参见 文献 [9]) 。 


81.3 线性 代 线 运算 MATLAB 傅 令 


MATLAEB 是 矩阵 化 程序 设计 语言 ,所 以 处 理 矩 阵 和 向 量 运算 特别 方便 。 关 于 抑 阵 和 
向 量 的 一 些 基本 运算 命令 已 在 预备 知识 中 介绍 ,常用 命令 和 函数 还 有 





zerOS 生成 元 素 全 为 0 的 组 阵 ; eig 特征 值 与 特征 癌 量 ; 
ones 生成 元 素 全 为 1 的 惩 阵 ， diag 对 角 阵 ; 
eye 生成 单位 矩阵 ; trace 方 阵 的 迹 ， 
linspace ”生成 等 距 行 向 量 ank 矩阵 的 秩 ; 
rand 生成 随机 惩 阵 ， ITTef 矩阵 的 行 最 简 形 : 
det 方 阵 的 行列 式 ; OFth 正 交 规范 此 : 
iny 方 阵 的 着; null 求 基 础 解 系 ; 
me 惩 阵 或 向 量 范 数 ， jordan Jordan 标准 形 分 解 。 
cond 方 阵 的 条 件数 

1， 特殊 矩阵 生成 








zeros(m, n) 生成 王 行 a 列 的 零 矩阵 ; 
ones(m, n) 生成 上 行 m 至 的 元 素 全 为 1 的 窍 阵 ; 
randcm, n) 生成 m 行 mn 列 [10, 1 上 均匀 分 布 随机 数 年 阵 ， 
eye(n) 生成 n 阶 单位 矩阵 ; 
当 和 是 惩 阵 ,diag(a)? 返 回 上 的 对 角 线 元 素 枸 成 的 向 量 ; 
当 X 是 向 量 ,diag(X) 返 回 由 习 的 元 素 焰 成 的 对 角 生 阵 
linspace(xl, x2， m) 生 成 xi 与 zz 则 的 n 维 等 上 距 行 向 量 , 即 将 [xi ，xeJa 一 1 等 分 。 








六 nes 了，3) 


ans 一 


了 工 1 
1 1 了 
了 荆 1 
》eYyef3) 
ans 一 
1 总 间 
怠 1 娘 
0 总 了 


放 1 inspacet1，2，4) 
8aTS 一 
1 0000 1. 3333 1. 0667 2.0000 
》rand(C2，4) <*# 由 于 随机 性 ,每 次 结果 不 同 
旺 TS 一 
0 6134 0, 9218 口 . 1763 0.9355 
0. 7919 口 , 7382 .4057 0.9169 
2. 行列 式 和 逆 和 矩阵 











det (上 ) 返回 方 阵 A 的 行列 式 ， 
inv【〔( 丰 ) 返回 A 的 道 矩 阵 ， 


例如 
3》8=[1 253 4]; det(a)，inr(a) 


as 一 


一 2 
atns 一 
一 2.0000 1.0000 
1.5000 一 0 5000 
3. 矩阵 除法 





左 除法 aA\B ”求解 矩阵 方程 AX 一 Bi 
右 除 法 B/A ”求解 矩阵 方程 XA 一 了 . 


和 矩阵 除法 会 根据 4 的 特点 自动 选 定 合适 的 算法 求解 ,然后 尽 可 能 给 出 一 个 有 意义 的 铺 果 。 

《1) 当 A 妆 为 方 阵 ,其 结果 与 inv(a) "B 基 本 一 致 ; 

(2) 当 A 不 是 方 阵 ,除法 将 自动 检测 。 若 为 超 定 方程 组 ( 即 无 解 ), 除 法 将 给 出 最 小 二 乘 
意义 上 的 近似 解 , 即 使 得 向 量 4X 一 下 的 长 度 达 到 最 小 ; 若 为 不 定 方程 组 ( 即 无 穷 多 解 ), 除 
法 将 给 出 一 个 具有 最 才 有 霍 元 素 的 特 解 ;当然 若 为 唯一 解 ,除法 将 给 出 这 个 解 。 用 户 应 对 结果 
有 一 个 正确 认识 ,通常 可 使 用 rank 比较 系数 矩阵 的 秩 与 增 广 矩阵 的 秩 来 分 析 。 除 超 定 方程 





组 外 ,除法 对 符 导 对 象 同样 适用 。 
人 鲁 1 解 下 列 方程 组 


(4) 定 解 方程 组 人 


并 十 29 十 这 一 上 

3 一 239 十 之 一 冯 
立 十 29 一 1 

(3) 超 定 方程 组 | 一 4 


王 一 了 一 了 


(2) 不 定 方程 组 


工 十 29 一 1] 
《44) 车 
》 考 异 方程 组 全 ， 


》R=fl 23 -2]; 3=[1: 4];x=RNB 


x 一 上 % 求 得 唯一 解 
1.2500 
一 0. 1250 
》R=[1 2 13 -2 菩 B=f35 4];X=RVB 
x 一 冶 求 得 一 特 解 
1.2500 
一 .1250 
0 
》R=[1 2 3 一 241 -1];B=[1y 4 2];x=RvB 
x 一 %% 求 得 一 最 小 二 乘 近似 解 
1.2838 
一 站, 1757 


》8=[1 2 一 2 -4]， B=f1 ~2]x=RvB 


码 arning，Matrix is singular to OTEing Precision， 


x 一 %% 不 能 直接 求解 
Ti 
JInf 
=[L 2 -2 -4i0 0];B=[ii 一 2 0]; x=RVB 名 增加 0x 十 07 一 0, 使 A 不 为 
方 阵 
碍 arning: Rank deficient，rank 一 1 to] 一 2.9790e 一 015， 
x 一 咱 仍 可 求 一 特 解 
扣 
.5000 


例 2 线性 方程 组 的 通 解 


2 一 了 十 了 一 人 一 】 
一 轴 十 关 十 2 一 吉 二 】 1. 13) 


27) 一 2zi 一 工 十 2 一 一 1 


解 : 在 无 穷 多 解 情 况 林 用 三 种 方法 求 得 通 解 ,第 一 种 方法 用 rref 化 为 行 最 简 形 以 后 求 
解 ;第 二 种 方法 用 除法 求 出 一 个 特 解 , 再 用 null 求 得 一 个 齐 次 组 的 基础 解 系 。 第 三 种 方法 
是 用 符号 数学 工具 箱 中 的 solve 求 解 ( 见 实验 二 ) 。 
》eleary a=[T1 -1 1 -1 -1 1 1 -1 2 -2 -1 1];b= 1 1 一] 二; 
入 [ramkftay ，rankt[ aa bl) 1] 


atS 一 


2 2 上 秩 相 等 旦 小 于 4 ,说 明 有 无 穷 多 解 
》rref([La， bj) 吉方 法 一 
ans 一 
1 一 上 日 品 如 
0 癌 ] 一 】 1 
0 0 0 0 0 外 通 解 砚 一 如， 其 一 芭 十 1 自由 ) 


》x0 = avb  x= null(a) ， s 方 法 二 ,注意 null 得 到 解 空 间 的 一 个 正 交 规范 基 
钱 arnin&， 及 ank deficient，rank 一 2 tol 一 21756e 一 侣 15。 


划一 
和 
站 
1 
站 
xX 一 
一 0.7071 站 
一 0.7071 一 0.0000 
一 总 .0000 0.7071 


和 0.7071 听 通 解 为 kl xi ， 拉 十 kK2XCE ， 2) 十 x0 
4， 特 征 值 和 特征 向 量 














[V,，D]=eig( 返 回 方 阵 A 的 特征 值 和 特征 向 量 。 其 中 D 为 特征 值 构成 的 对 角 阵 ， 
每 个 特征 值 对 应 的 V 的 列 为 属于 该 特征 值 的 一 个 特征 向 量 ,每 个 特征 向 量 都 是 单位 
向 量 ( 即 模 等 于 1) ,并 且 属 于 同一 特征 值 的 线性 无 关 特 征 向 量 已 正 交 化 。 如果 只 有 一 
个 返回 变量 , 则 得 到 特征 值 构成 的 列 向 量 。 











》R=[1 2 22 4 442 4 4[V 和 Dj=eigtR) t=eigka) 


V 一 
0,.9333 1 1333 全 ,3333 
一 0. 1333 一 0. 7333 0.6667 
一 全 ,3333 0 6667 0.6667 

了 = 
和 .OO 0 
0 一 0.0000 0 


机 0 3.0000 


1.4 实验 例题 


现在 我 们 来 看 一 个 小 型 的 投入 产 出 问题 。 

例 3 (投入 产 出 分 析 ) 某 地 区 有 三 个 重要 产业 ,一 个 煤矿 ,一 个 发 电厂 和 一 条 地 方 铁 
路 。 开 采 一 元 钱 的 煤 ,煤矿 要 支付 0, 25 元 的 电费 及 0. 25 元 的 运输 费 ; 生 产 一 元 钱 的 电力 ， 
发 电厂 要 支付 0. 65 元 的 煤 费 ,0. 05 元 的 电费 及 0.05 元 的 运输 费 ; 创 收 一 元 钱 的 运输 费 , 铁 
路 要 支付 0.55 元 的 煤 费 和 0. 10 元 的 电费 ,在 某 一 周 内 煤矿 接 到 外 地 金额 50000 元 定货 ,发 
电厂 接 到 外 号 金额 25000 元 定货 ,外界 对 地 方 铁路 没有 需求 , 问 三 个 企业 间 一 周 内 总 产值 多 
少 才能 满足 自身 及 外 界 需求 ” 三 个 企业 间 相 互 支付 多 少 金 宁 ? 三 个 企业 各 创造 多 少 新 
价值 ? 

解 : 这 是 一 全 投入 产 出 分 析 问 题 。 设 瑟 为 本 周 内 煤矿 总 产值 ,zs 为 电 广 总 产值 ,xs 为 
铁路 总 产值 , 则 


1 一 《0. 2571 十 005za 十 0. 10xrs) 一 25000 


|- (0 并] 十 昌 ， 有 5 十 0 55T)》 一 50000 
Ta 一 【0.2571 十 0 05zz 十 XXX 一 个 


< 开 I 


产 出 向 量 玉 = - 


3 


， 外 界 需 求 向 量 五 一 12000|， 直接 消 耗 矩 阵 CC = 


50000 
台 








0 0.65 0.55 
0,25 0,.05 0. | ，Leontief 矩阵 4 = 王 一 C. 根据 (1. 11)7 式 (1.122 式 和 (1， 13) 式 求解 
0.25 0.05 0 ， 
如 下 。 
elearyC=[0 0.65 0.55:0.25 0.05 0.1;0.25 0.05 0j; 
》D=[50000;，25000: 0]; RaR= teye(3) -一口 
放 其 = RD 
》B = C* diag(X) 
了 = omes(《1，3) 也 
》 下 = 导 一 于 
得 投入 产 出 分 析 表 , 见 表 1-1。 
例 4 〔 隐 性病 遗传 ) 在 常 染色 体 遗 传 中 ,后 代 是 从 父母 的 基因 对 中 各 继承 一 个 基因 , 形 
成 自己 的 基因 型 。 如 果 我 们 所 考虑 的 踪 传 特征 是 由 两 个 基因 A 和 a 控制 ,那么 就 有 三 种 基 
因 型 , 表 1-2 给 出 父母 基因 型 的 所 有 可 能 组 合 使 其 后 代 形 成 每 种 基因 对 的 概率 。 





表 1-1 投入 产 出 分 析 表 (单位 :元 ) 












总 产 由 








192088 





牛 产 部 门 | 电 厂 25522 56163 
| 猎 。 中 
新 创造 的 价值 


总 产 出 









25522 














5 吕 和 4 






102088 


























设 金 鱼 某 种 遗传 病 缚 色 体 的 正常 基因 为 A, 不 正常 基因 为 a, 那 么 AA、Aa、aa 分 别 表 
示 正 常 金鱼 . 隐 性 患者 、 显 性 患者 。 设 初始 分 布 为 90 只 正常 金鱼 ,10 吕 的 隐 性 患者 ,无 显 性 
患者 。 考 虑 下 列 两 种 配种 方案 对 后 代 该 遗传 病 基因 型 分 布 的 影响 。 

方案 一 同类 基因 结合 , 均 可 繁殖 

方案 一 ， 显 性 患者 不 允许 繁殖 , 隐 性 患者 必须 与 正常 金鱼 结合 繁殖 。 

解 ; 设 初始 分 布 为 zi ，z zxg ,第 z 代 分 布 为 zi ， 克 om 2 


必 





1 1/4 0 1 tr2 0 7 
4 一 10 12 0 B= 110 12 0|. 下 ”一 | zz 各 
0 1 1 0 0 0 工 ( 的 











那么 
大 一 风 和 大 人 ， 轩 9 一 百 于 全 

分 别 是 两 种 情况 下 第 * 代 的 基因 型 分 布 。 
》clear; ah=[1 1/4 0 0 1/2 050 17/4 1]; 
》x=[0.9 0.1 0] 
几 Eor =2:20， 天 = 下 "Xi endy Xx20 一 工 
X20 一 

0.9500 

0.0000 

0. 0500 
可 见 , 按 方案 一 ,很 多 代 以 后 ,将 出 现 5 上 折 的 稳定 显 性 患者 ， 若 执行 方案 二 
》cleary B=[1 1/2 00 1/2 00 0 0]; 


凡生 = LO.95 .1 人 站] 
-27 -一 


光 for 1=2:20, 工 =B*Xi end; Xx20= 其 
X20 一 

1.0000 

0. 0000 

0 

可 知 按 方案 二 ,很 多 代 以 后 ,不 但 不 会 出 现 显 人 性 叫 者 ,更 令 人 鼓舞 的 是 , 连 隐 人 性 患者 也 趋 于 消 
失 。 这 个 例子 体现 了 杂交 的 优势 

现在 我 们 用 特征 值 和 特征 向 量 理论 作 进 一 步 分 析 。 
》cleary as=[it ld 00 12 030 1/4 1 [LP, IJ=eig(a) 


P= 
1.0000 0 一 9. 4082 
0 0 O, g165 
0 1.0000 一 有 4082 

工 一 
1.0000 0 0 
0 1.0000 0 
0 0 0. 5000 


求 得 3 个 特征 值 1.1，0. 5, 对 应 特征 向 量 (1，0,， 0)》 ，(0，0，1) ，( 一 0. 4082，0. 8165， 
一 0.4082) .由 于 三 个 特征 向 量 线性 无 关 , 从 而 A 可 相似 对 闻 化 , 即 P1AP = 工 . 那么 


AAA 一 (PTP Dr" 王 PT"P- 


1 
iimA* 一 PflimT)P 一 卫 








》Bb* diagt[1，1，0])* inv(P) 


有 miS 一 


1.0000 ”0.5000 0 
0 0 0 
分 0.5000 1. 0000 


对 于 任意 初始 分 布 * 一 Ca, 5,，c) ， limx 一 (z 十 0. 58，0，0， 55 十 c) .这 就 从 理论 上 证 明了 
方案 一 最 终 导 致 隐 性 病 患者 消失 。 对 于 方案 二 ,读者 可 自己 作出 类 似 的 分 析 。 


$l1.5 实验 习题 


1 (方程 组 的 解 } 解 下 列 线性 方程 组 ,并 总 结 线性 方程 组 解 的 各 种 情况 

















杰 1 一 1 灾 1 
《172 |3 2 一 6|1z | 一 | 一 
1 一 5 3 民 3 





二 一 3 3 | 2 一 上 
(2 3 2 -1 2 = 
1 一 5 3 zs 1 


| 





1 
2 





《4》 |1 2 1 一 ! , 求 通 解 。 


工 2 1 











2 《人 吕 流 动 趋势 ) 对 城乡 人 口 流动 作 年 度 油 查 ,发 现 有 一 个 稳定 的 朝向 城镇 流动 的 趋 
势 , 每 年 农村 肩 刀 的 5%% 移 居城 镇 而 城镇 居民 的 1%% 迁 出 ,现在 总 人 口 的 2 上 位 于 城镇 。 候 
如 城乡 总 人 口 保持 不 变 , 并 且 人 口 流 动 的 这 种 趋势 继续 下 去 ,那么 一 年 以 后 住 在 城镇 人 日 所 
占 比例 是 才 少 ?” 两 年 以 后 呢 ? 才 年 以 后 呢 ?9 最 终 呢 ? 

3 【经济 预测 ) 在 某 经 济 年 度 内 ,各 径 济 部 门 的 投入 产 出 表 如 表 1-3 所 示 {( 单 位 : 亿 元 )。 
假设 : 经 济 年 度 工 业 .农业 及 第 三 产业 的 最 后 需求 均 为 17 亿 元 ,预测 上 经 济 年 度 工业 .农业 
及 第 兰 产 业 的 产 出 (提示 :对 于 一 个 特定 的 经 许 系统 而 言 , 直 接 消耗 矩阵 和 Leontief 矩阵 可 
视 作 不 变 ) 。 


表 1-3 投入 产 出 表 (单位 : 亿 元 ) 














4 《电路 网 ) 图 1-1 是 连接 三 个 电压 已 知 终端 的 电路 网 , 求 gs、B、< 点 的 电压 ， 


2 妇 4 人 了 身 





20DY 


图 11 习题 4 限 
5 《二 次 型 标准 化 ) 用 正 交 变换 化 下 列 二 次 型 为 标准 形 


兵 ] 9 3) 一 人 一 机 谤 1 人 3 十 和 4r13 一 233 十 8zzzs 一 2 好 


1 2 3 
4 5 6 
7 8 9 


6 (Hatmilton-Carley 定理 ) 就 矩阵 4 三 验证 下 列 性 质 ， 








G) 设 各 ,1 ，…，h 为 二 阶 方 阵 A 的 特征 值 , 则 > ~ Yo (A 的 迹 )，T Th = 
《一 1)"。| | 
Gi 设 /zy 为 A 的 畦 征 多 项 式 , 则 A(CA)》 ~ 0， 


#1.6 补充 知识 :Ganss 消去 法 和 病态 方程 病 
1 向量 和 邱 阵 的 范 数 


我 们 知道 ,实数 是 有 太 小 序 关系 的 ,复数 本 身 没 有 大 小 序 , 但 我 们 可 用 复数 的 模 来 定义 
它 的 大 小 ,那么 向 量 和 矩阵 怎样 比较 大 小 昵 ? 这 个 向 题 





了 
。 无 法 从 分 量 上 回答 。 比 如 图 1-2, 向 量 一 (2，2) 和 
一 (3，1)， 从 第 一 分 量 比较 ,a 比 志 小 ,但 从 第 二 分 量 比 
较 ,a 比 志 大 。 
几何 上 ,我 们 可 通过 立 和 五 的 长 度 来 比较 ， 
外 ae = 至 干 下 一 
0 x 1 5 一 v3 二 至 一 /10 


图 12 向 量 的 范 归 从 这 一 意义 上 ,我 们 应 该 认为 二 较 大 。 向 量 的 大 小 一 般 


用 范 数 衡量 ， 设 向 量 x 一 (zi，2，…，xz)， 常用 的 向 量 范 数 有 


2 范 数 ( 即 长 度 ): 1 xz 一 / > 


1 范 数 : leh= lz 
o 范 数 ， 1 xz 一 max | si| 
1 共 1 芝 共 


昌 然 这 些 范 数 不 尽 相同 ,它们 都 是 对 分 量 大 小 的 某 种 综合 ,不 同 范 歼 间 其 有 等 价 性 。 
范 数 的 概念 可 推广 到 矩阵 。 
设 点 一 长 经 v De 
2 范 数 | A | = /max OAA))， 其 中 , 力 (A4) 为 由 4 的 特征 值 


1 范 数 1 Ah 一 max 1ao | 
TSm+ 一 1 


co 范 数 1 41 外 = max 之 1 | ca | 
使 用 MATLAB 可 求 向 量 和 矩阵 各 种 范 数 。 例 如 
yelear;R=fll4001/20;01/41];x=[0.9, 0.1，0]; 
》[nerm(x)y ，norm(x，1) ，normCx，inf)] 上 昕 分别 为 向 量 x 的 2、1、<=e 范 数 
0. 9055 1.0000 0. 9000 
_- 3 一 


罗 [norm《 五 ) ，morm 肌 1) ，nomn( 直 ，jint)]] 名 分 别 为 拭 阵 六 的 2、1、ce 范 数 

1.0767 1.0000 1. 2500 

2、Ganss 消去 法 和 选 主 元 技术 

线性 方程 组 求解 计算 主要 归结 为 A 为 可 道 方 阵 时 唯一 解 的 求法 。 线 性 方程 组 数值 解 
法 主要 分 为 两 类 :直接 法 和 选 代 法 。 直 接 法 是 基于 和 抱 阵 分 解 的 方法 ,包括 Gauss 消去 法 .LU 
分 解法 .追赶 法 .平方 根 法 CChelesky 分 解法 ) 等 。 直 接 法 求解 精度 高 ,是 常用 的 方法 。 选 代 
法 包括 Jacobi 选 代 法 .Gauss-Seidel 挝 代 法 和 超 松 弛 (SOR) 法 等 ,但 选 代 法 不 一 定 收 伍 , 主 
要 用 于 一 些 特 殊 的 大 型 稀 区 型 方程 组 ，Gauss 消去 法 是 先 将 方程 化 为 三 角形 方程 组 ,再 回 
代 求 解 ,以 三 阶 为 例 ， 


21 .1 十 dzz Ts 十 cross 一 已: 《by》 


Eal] 十 Gas 十 Ga 一 芒 《Ce 


| 十 ii 十 2 一 而 【80 


1》 消 元 和 过程 若 @ 天 人 站, 则 fb) 一 (Xe fc 一 (a)Xeaaroy 消去 Cb)、《c) 中 
的 2 得 


好 11 江 1 十 他 12 -2 十 此 1 . 王 3 一 如 (a) 
G 全 了 十 GT 一 可” 《d) 
ae 十 4 和 Ta 一 站 (ee) 


若 c 呈 和 关 0, 刚 (e) 一 (0d Xa 旦 /ee 由， 消去 (Co 式 中 的 rs 得 


好 1 工 ] 十 Ge 十 Gl33 一 机 《ay 
< 十 吕 一 克 《由 
< 罗 一 5 (CD 


《2 加 代 过 程 若 3 天 浊 则 由 ( 妇 式 得 -3 一 到/ 将 3 代入 (d) 式 得 -2 一 
《总 一 G 和 3 人 3] AG 生 将 Y2 和 s 代 和 大 《a) 式 得 2 一 飞 站 一 Ga. 一 2133AGt 。 
下 列 网 函数 gauss. m 为 简单 Gauss 消去 法 ,并 显示 了 消 元 过 程 ， 使 用 格式 为 


区 = gausS(a，b) 


其 中 a 为 系数 方 阵 ,b 为 右 端 向 量 ( 或 矩阵 ) 。 
听 刚 通 数 gauss. mm 
function 基 = gausS(B，D) 
fn, nm] = sizeb); 
if size(a) = = [mn, ] 
for =1litn 一 1 
iE at(i，i) = =0，errorf'Divide by zero end 
bfti+1yn，: =bfCz+1l):n， 一 f(i 十 十 ) :了 Di》7aCI， 工 7 
atfi+1lyin itny=acri+1hysn icn)y 一 ，.- 
有 f《 守 十 ) :了 ， 二 “站 人 ， 工 : 刀 )A 瑟 (C 荆 ， 工 7 La，Dbj] 


end 
if afn，n) ==0，errort'Divride by zero ) enel 
xftn，:) =btn，:)7an，n)i; 
tor TI = 有 一 1: 1:1 

xfi，:)=(《bi，:) -ai (ii+l)yay*xK(i+Tiysn yi))Aa(I，i)i 
end ， 

else，errortIDinension of matrix must agree' )，end 

上 面 的 简单 Gauss 消去 法 中 ,一 旦 消 元 过 程 中 出 现 对 角 线 上 a 作 ”( 称 为 主 元 素 ) 等 于 
零 , 则 计算 无 法 进行 ,即使 主 元 素 不 为 零 但 其 绝对 值 很 小 时 ,由 于 要 用 它 作 除 数 ,容易 造成 其 
他 元 素数 量 级 的 巨大 增长 和 舍 人 误差 的 扩散 ,从 而 使 计算 结果 失真 (见习 题 8)。 选 列 主 元 
技术 就 是 按 列 用 绝对 值 最 大 的 元 素 作 为 除数 ,以 减少 舍 人 误差 的 影响 ,具体 地 说 就 是 在 第 
R 次 消 元 前 从 at ，a 盾 ，…，o 由 中 选取 绝对 值 最 大 的 元 素 作 为 主 元 素 , 记 为 s 八 "。 若 
疡 >> 才 ， 则 把 第 上 个 方程 与 第 六 个 方程 互 换 , 再 按 Gauss 消去 法 进行 消 元 。 这 样 的 方法 称 为 
列 选 主 元 Ganss 消去 法 。MATILAB 中 矩阵 除法 “Avb" 对 于 4 为 普通 方 阵 时 ,就 采用 这 一 
方法 计算 

3 病态 问题 

考虑 方程 组 


35y 一 及 
(2 5y 一 59 《A) 1 


12z 十 35.000001> 一 59. 000001 《B) 


解 得 z = 2，y = 1。 现在 我 们 将 59. 000061 改 为 59( 用 以 模 执 数 据 误 差 、 舍 人 误差 等 ) ,方程 
组 变 为 
人 3 一 59 《A) Ca 15) 


12 立 十 35.000001y 一 59 《人 


解 得 并 = 59712，y 一 0《 见 图 1-3) 。 

(2 我 们 看 到 右 映 不 起 眼 的 小 扰动 引起 了 解 的 大 差 

C 异 , 注 意 这 种 差异 并 不 是 由 算法 引起 (事实 上 两 组 解 
都 是 相应 方程 蕉 确 解 ) ,而 与 方程 组 人 性 态 有 关 《 通 党 
情况 下 数据 上 的 小 扰动 不 会 引起 这 么 太 误 差 )。 这 
样 的 方程 组 称 为 病态 问题 或 坏 条 件 问题 ,病态 问题 
在 线性 代数 的 其 他 计算 中 (如 求 逆 . 特 征 值 ) 也 会 出 
现 ， 对 于 病态 问题 ,特别 此 注意 计算 精度 和 数据 
精度 。 
方程 组 是 病态 程度 的 指标 称 为 条 件数 , 方 阵 的 条 件数 定义 为 


condK4) 一 站 同和 





妇 避 1 (59712.07) 


图 1-3 病态 方程 组 


其 中 上 .| 为 给 阵 的 范 数 ,最 常用 的 是 2 范 数 ( 即 A 从 的 特征 值 最 大 值 开 方 , 也 称 为 4 的 
最 大 奇异 值 )。 条 件数 越 大 ,说 明 病 态 越 严重 。 便 如 ,对 上 述 方 程 用 MATLAB 命令 分 析 
如 下 

一 -- 了 一 一 


站 =[t2 35; 12 35.000001]，cond(a) 
8 了 LS 一 
2. 2817e 十 008 
可 见 4 是 病态 卸 阵 。 
4. 补充 习题 
7 对 于 下 = 10, 15，16,， 分 别 用 不 选 主 元 的 Gauss 消去 法 和 选 主 元 的 Gauss 消去 法 
[ 即 MATIAB 除法 ) 解 下 列 线性 方程 组 ,并 用 笔算 分 析 产 生 误 差 的 原因 
10*zr1 十 2 一 1 
工 十 一 了 


8 _ Hilbert 矩阵 是 著名 的 病态 矩阵 ,nm 阶 Hilhert 矩阵 定义 为 上 一 (as)， 其 中 心 盖 
176 赴 了 1 可 以 用 MATLAB 画 数 ipfa) 产 生 。 设 4 为 一 12 阶 Hilbert 托 阵 ,计算 
condft4) 、4-1、 44 一 下 及 | aa4: | 一 1 并 分 析 结 果 。 再 用 Symbolic 命令 验算 。 


实验 二 ”购房 贷款 的 利率 
非 线 性 方程 和 和 迭代 


本 实验 中 我 们 学 习 MATILAB 有 关 非 线性 方程 (组 ?求解 的 命 命 ,加 深 对 非 线性 通 教 和 
选 代 等 问题 的 理解 ,了 解 它 们 的 一 些 应 用 。 补 充 知 识 介 绍 了 由 非 上 性 选 代 产生 的 混沌 现象 。 


#2.1 引 例 : 购房 贷款 购 利 率 


住 盎 是 居民 消费 的 一 个 重要 部 分 。 对 于 大 多 数 了 薪 阶 层 来 说 ,用 一 次 性 付款 买 到 称心 
如 意 的 由 子 几乎 是 天 方 夜 谭 , 所 以 大 部 分 人 选择 银行 按揭 货款 ,然后 在 若干 年 内 分 期 还 款 。 
如 果 你 借 了 10 万 ,可 别 指 望 只 还 10 万 ,因为 你 向 银行 偿 了 钱 , 必然 要 按 一 定 的 贷款 利率 付 
给 银行 利息 。 房 产 广告 五 花 八 门 , 就 是 没有 人 告诉 你 贷款 利率 。 你 能 计算 出 来 吗 ? 

这 里 是 k 新 民 晚 报 ?2000 年 3 月 30 日 第 七 版 上 的 一 则 和 房 产 广 告 。 不 难 算出 ,你 向 银行 
总 共 借 了 25.2 万 ,30 年 内 共 要 还 51. 696 万 , 约 为 当初 借款 的 两 倍 。 这 个 案例 中 贷款 年 利 
率 是 多 少 呢 ? 










月 还 款 
1436 区 











有 人 可 能 会 这 样 计算 
年 利率 一 (51.696 一 25.2)730725.2 一 3.5 皮 
但 这 个 结 时 是 错误 的 ,因为 你 并 不 是 等 到 30 年 后 一 次 性 还 款 。 
设 为 第 上 个 月 的 欠 款 数 ,a 为 月 还 款 数 ,为 月 利率 。 我 们 得 到 于 列 迁 代 关 系 式 
十 HL 一 (十 ze 一 妈 《2. 1》 
那么 
入 一 《1 十 门 r 一 & 一 (十 rcrs 一 (人 十 轨 和 一 和 一 
一 (1 十 Pszo 一 afl 十 (1 十 门 十 … 十 人 1 十 1] 
一 (1 十 站 sz 一 直人 1 十 7 一 1 





根据 a 一 0.1436，mm 一 25.2，zrao 一 0 得 到 
25. 2(1 十 7)280 一 0,1436[(1 十 rm 一 1 rr 一 站 {2. 27) 


这 是 一 个 关子 月 利率 ~ 的 高 次 代数 方程 。 从 中 解 得 ~, 年 利率 尺 一 12r。 


节 2.2 数学 理论 复习 : 非 数 性 方程 [{ 组 ) 


在 科学 研究 和 工程 设计 中 常常 遇 到 求解 一 非 线性 方程 的 问题 , 若 方程 是 未 知 量 = 的 多 
项 式 , 称 为 高 次 代数 方程 ; 若 方程 包含 = 的 超越 函数 , 称 为 超越 方程 。 一 元 非 线性 方程 的 一 
般 形 式 为 
Frz) 一 0 《2. 31 
若 对 于 数 有 /ta) = 0, 则 称 s 为 方程 (2. 3) 的 解 或 根 ,也 称 为 函数 F(z) 的 零点 ,方程 的 根 
可 能 是 实数 也 可 能 是 复数 ,相应 地 称 为 实 根 各 复 根 。 如 果 对 于 数 = 有 Fe) 一 0, 广 (o) 天 0 
则 x 称 为 单 根 , 如 果 有 上 > 1，/(o) 一 广 0 一 … 一 Fo(a 一 0 但 .Po(a) 关 0, 称 为 5 重 
根 ,对 于 高 次 代数 方程 ,其 根 的 个 数 与 其 次 数 相同 ,如 4 次 方程 在 复数 范围 内 必 有 4 个 根 ( 包 
括 重 数 ) ,至 于 超越 方程, 其 解 可 能 是 一 个 或 几 个 甚至 无 穷 多 个 ,也 可 能 无 解 。 
常见 的 求解 问题 有 如 下 两 种 要 求 , -种 是 要 求 定 出 在 给 定 范围 内 的 某 个 解 , 而 解 的 粗略 
位 置 事先 从 问题 的 物理 背景 或 应 用 其 他 方法 得 知 , 另 一 种 是 定 出 方程 的 全 部 解 ,或 者 给 定 区 
域内 的 所 有 解 ,而 解 的 个 数 未 知 ， 除 少数 特殊 的 方程 可 以 利用 公式 直接 定 出 它 的 零点 (如 4 
次 以 下 代数 方程 ) 一般 部 没有 解析 求解 方法 ,只 能 靠 数值 方法 求 得 近似 解 。 常见 的 数值 广 
法 有 二 分 法 . 选 代 法 等 。 
n 元 非 线性 方程 组 的 一 般 形式 为 
万 Cr Ta 9 np》 一 站 一 1 7， 玖 《2. 4) 


非 线性 方程 组 的 解 极 少 能 用 解析 法 求 得 。 数 值 方法 主要 是 综合 运用 线性 方程 组 种 非 线性 方 
程 求 解 方法 ,常用 方法 是 Newton 法 . 拟 Newton 法 .最 优化 方法 等 。 


#2.3 数值 解法 : 图 解法 和 论 代 法 


1. 图 解法 
适用 于 求 一 元 或 二 元 方程 (组 ? 低 精 度 解 或 找 选 代 初 值 。 
例 1 解 方程 
sinfr)y 一 由 .1 《2.5) 
解 ; 由 于 一 1 所 sinz 扫 1 所 以 | 工 | 甩 10, 作出 
sin(z) 一 0. 1z 在 [一 10，10] 范 围 内 的 图 (图 2-1), 可 


看 出 根 的 大 致 位 置 。 
》 eclosel fplot('sinfxy-0.1xx [一 10，10]); 





》giq zoom 
可 知 士 8.5,， 士 7, 士 3, 0 附近 各 有 一 个 解 。 其 中 全 
令 zoom 使 得 图 象 可 用 鼠标 点 击 放大 ,以 提高 局 部 观 
察 精度 。 

例 2 用 图 解法 解 方程 组 








图 2-1 图 解法 解 方程 


1 
4T1 一 工 十 面 知 一 1 


] 《2.6) 
一 五 十 4m 十 于 好 一 0 
解 : 本 方程 组 可 先 北 为 一 元 方程 求解 ,也 可 直接 通过 作 二 元 函数 图 求解 。 于 面 使 用 后 
一 方法 。 
》clear，closei 
号 Xta= -10.01;1x2a= -1:0,.01:1 [xl，x2] =meshgrigd(x1la，KZa) 
史上 = 4 XLT - XK2 二 BxXPIxE7ALIO 一 1 = 一 %L 二 4 X2TKL Ab 
》contour(xl，x2, E,， [0,， 0])， 有 曲面 与 平面 如 =0 的 交 线 
曙 hold on contourfx1l，x2， 9， LO 0])， held ofE， zecm 
可 见 在 (0.25, 0.05) 附 近 有 一 个 解 ( 见 图 2-2? 。 
， 2， 和 迭代 法 
08 迁 牧 法 是 从 预知 的 解 的 初始 近似 值 
可 xzo( 简 称 初 值 ? 开 始 ,利用 某 种 迁 代 梅 式 
"3 kk1 一 吕 《 《2.77 
一 蜂 求 得 一 近似 值 序列 1 
1 二 … 逐 步 和 逼近 于 所 求 的 解 民 称 为 不 
一 0 动 点 )。 这 一 方法 是 否 成 功 取决 于 3 个 


OO 060708 1 因素 ,首先 zx 一 &(z) 应 与 Az) 一 0 同 
解 。 其 次 初 值 六 的 选取 是 否 合适 ,一 般 
要 与 真 解 昔 近 .最 后 也 是 最 关键 的 是 选 

代 序 列 是 否 收 和 化 。 为 了 保证 收 敏 任 , 在 真 解 附近 应 有 


| gz 1 


否则 选 代 序列 可 能 产生 复杂 的 性 态 ( 见 补充 知识 ) 。 
最 常用 的 和 迭代 法 是 Newton 迁 代 法 ,其 选民 格式 为 


CD) 《2.8) 


HH 一 一 疡 (Cr 


图 22 图解 法 解 方程 组 


有 从 下 何 上 说 ren 为 用 关 z) 在 fx 处 切线 代替 7(z)? 求 得 的 解 , 所 以 也 称 为 切线 法 ,当初 值 za 
与 真 解 足够 靠近 ,Newton 迭代 法 收敛。 对 于 单 根 ,Newton 法 收敛 速度 根 快 ! 对 于 重 根 ， 
收 敏 较 慢 .。 

例 3 求 下 列 方程 的 正 根 { 要 求 精度 一 10 ”) 

和 一 3 十 生 一 2 《2.9) 

解 : 令 Arz) 一 好 一 3z 十 臣 一 2 当 工 人 2， 所 21 >0 Poz>0 部 zz) 单 调 上 和 ， 
所 内 根 在 [6,，2]。 我 们 先 用 图 解法 找 初 值 ， 
多 fplotf'or2- 3*x+exp(x) 一 2 ，-0，2]): grid on 
可 网上 述 方程 有 瞧 一 一 个 正 根 在 1 附近 。 取 mm = 1, 迭代 格式 
一 - 3 一 


克 一 3 十 ex 一 2 
2 一 号 十 et 





《2. 10) 


证 


写 出 下 列 M 脚本 
中 M 文件 eg2 3,m 
CTLear: 扣 = 1e-6 format Iongi 
XL 二 二 
xD =XLT+2*ei 外 使 while 成 立 
Whilecabs(xO 一 X1))e》 
XDO=xXiixXI=XO-XO2 -3*xDT+expfxo) 一 2)712*x0 一 了 +expfxOy》 
en 巡 Ecormat 


运行 求 得 z 一 1. 44623868596643。 


#2.4 解 方程 和 方程 组 的 MATLAB 命令 


roots 求 多 项 式 的 根 ! fsolve 方程 ( 诅 ) 数 值 求 解 ; 
fzero 求 一 元 男 数 实 根 ; solve 符号 方程 (组 ) 求 解 。 
i， 多 项 式 的 根 





rootstp) 可 求 得 才 项 式 的 所 有 复 根 。 





MATLAB 中 一 个 多 项 趟 用 系数 降 寡 排 列 向 量 来 表示 。 例 如 ,要 求 多 项 式 妇 十 2z 一 5 
的 根 , 用 MATLABH 命令 
》roots([120 ~-5]) 

2， 一 元 函数 零点 
fzero 使 用 二 分 靶 和 揪 值 法 求 一 元 函数 的 零点 ,要 求 函 数 在 所 求 零 点 附近 变 号 。 





fzero(P,，X, tol) ,返回 函数 F 的 一 个 零点 ,其 中 下 为 字符 串 表 示 的 男 数 或 M 函数 名 。 
X 为 标量 时 ,作为 迁 代 初 值 ;X 为 癌 量 [a, 六 时 ,返回 函数 F 在 [e, 六 中 的 一 个 零点 ,这 
时 要 求 在 a.、8 两 点 异 号 。tol 为 精 庶 ( 缺 省 值 le 一 4) 。 





为 解 例 1， 
》fzerof'sjin(x) 一 0.1*F' 6) 
ans 一 : 
7 了 .0682 
少 fzerof'sinfx) 一 癌 1*x， [2，6]) 
ans 一 
2.8523 
注 :， fzerb 只 能 求 专 点 附近 变 号 的 要 ,读者 试用 fzeroe 求解 (z 一 1 关 一 0 看 看 发 生 了 什么 ? 
3. 非 线性 方程 组 求解 
fsolve 是 MATLAB 优化 工具 箱 (Optimzation Toclbox)y 里 的 函数 ,可 求 非 线性 方程 或 


多 元 非 线性 方程 组 的 实 很 。 用 法 与 fzero 类 似 。 为 了 求解 例 2, 先 写 一 个 M 函数 eg2 _ 
2fun. mm 
多 M 函数 虹 2 2fun. mm 
function Y = fanfx) 
Y(C1) = 和 KKCL) 一 XC2)+expxr(1))710- 1; 
(2)= 一 Xft1)》 十 和 xf27+XL) 2785 
然后 用 
》[x，Y>,，f] = fsolve('eg2 _2fun' , [0, 0]) 六 xx 返回 解 向 量 ,7 返回 误差 向 量 ,f > 0 刚 
算法 收 敏 
X 一 
.2326 ,0565 
或 者 直接 用 
光 [x，y， 开 = fsolyet [4* (1) 一 X(2) + exp(x(1))Z10 一 1， 一 KK1) +4*KK2)》+XCL1)》， 278] ， 
[0 0]> 
求解 。 
注 ， fsolve 采用 最 小 二 磁 优 化 小, 类 定性 比 fzero 好 ,但 fsolve 可 能 隧 入 局 部 极 小 。 斌 用 
fsolve 解 z 十 z 十 ] 一 0 看 看 发 生 了 什么 ? 告诉 你 ,不 要 完全 相信 计算 机 ! 对 于 fzero 和 
fsolve 结果 最 好 通过 直接 计算 函 教 值 验证 一 下 。 
4， 解 析 求 解 solve 
solve 是 符号 数学 工具 箱 中 一 个 功能 强大 的 解 方程 (组 ?命令 。 可 求 各 种 类 型 方程 (组 ) 
的 解析 解 。 当 找 不 到 解析 解 时 ,solve 会 自动 寻求 一 个 近似 解 , 且 精 度 很 高 ， 例 如 用 
泡 solyef'a*x~2+brxr+c，x) 
可 得 二 次 多 项 式 求 根 公式 :用 
》solve( 和 2 一 3*xT+exbtx) 一 2 ，x) 
可 求解 例 3; 用 
》Fxy， 中 = solvef'4*x 一 YY+exp(x)/10=1 一 x+d4*y+x2/8=0，xyy) 
可 求解 例 z。 注 意 所 得 解 与 fsolve 的 结果 不 同 。 
注 ， 有 虽然 solve 可 用 于 求教 值 解 , 介 还 度 很 怪 , 且 有 很 大 局 限 性 ,我 们 不 提 介 使 用 。 


2.5S 实验 例题 


例 4 【和 贷 献 年 利率 ) 考 塌 方程 (2. 2)。 常 识 上 ,r 应 比 当时 活期 存款 月 利率 栈 高 一 些 。 
我 们 用 活期 存款 月 利率 0.0198/12 作为 选 代 初 值 ,用 fzero 求解 
yr = fzero('25.2x(1 +xj*360-《(1+x)-360 一 1)/x*0.1436 ，0.0198/712); 
》R = 12* 工 
及 一 
0.0553 
得 到 年 利率 5. 53%。 事 实 上 ,本 案 是 公积金 和 商业 性 组 合 贷款 的 平均 利率 。 
注 ， 在 使 用 fzero, fsolve 等 命令 有 时 ,车 把 函数 直接 写 在 命令 中 , 自 变 重 必 须 用 X。 若 用 M 


函数 表示 ,就 灵活 得 多 。 许 多 MATILAB 命令 都 有 类 羽 的 问题 。 

例 5 《〈 挫 牛 碍 的 绳子 ) 农 夫 老 李 有 一 个 半径 10m 的 图 形 牛 栏 ,里 面 长 满 了 草 , 老 李 要 将 
家 里 一 头 牛 失 在 一 根 栏 柱 上 ,但 只 让 牛 吃 到 一 半 草 ,他 想 让 上 大 学 的 儿子 告诉 他 , 挫 牛 答 的 
绳子 应 为 多 长 ? 

解 , 这 个 问题 如 图 2-3 所 示 , 设 4 为 栏 桩 , 强 A 刀 长 玉 , 半 径 OA 一 OO = 8= 
朋 Ca 日 ,， 那 么 只 = 2reosg。 扇形 BAC 面积 


Si 一 2rR:DA2r) 一 名 : 





冠 形 4DB 圆 积 
s, = (r 一 2g)m7z/(2r) 一 及 r(sinb)72 
一 (rry2 一 入 严 一 瑟 (sin 的 /2 NS 
那么 万 
铺 2 二 (rr 一 20) 天 一 本 fsing) = AP /2 4 
即 图 2-3 例 于 图 
sin(20) 一 2gcos(20) 一 TA2 《2. 117 


从 方程 (2. 11) 解 出 六 , 即 可 求 得 尽 。 先 写 M 函数 
欠 M 函数 eg2 5fun. In 
functien T = 人 (七 heta) 
y= sin(2* 上 heta) 一 2*theta* cos(2* thetal) -Pi/2 
再 用 
》theta = fzerof eg2 5fun ，pi/4)， R= 20* cosCtheta) 
得 民 ==11.5873。 


$2.6 实验 习题 


1 (多 项 式 方 条 的 根 )4 次 以 下 的 多 项 式 方程 有 公式 解 ,试用 solve 解 下 列 方程 


ax 十 之 十 1 一 0 
ar 十 十 1 一 0 
art 十 十 1 一 改 
ar 十 工 十 1 = 0 


再 对 ea 一 1 时 ,用 roots 或 solve 求解 。 
2 《〈 超 趣 方 程 ) 想 越 方程 的 解 有 时 是 很 复杂 的 ,作出 


FCr》 一 zs8inf17z) 


在 [一 0.1，0, 菇 内 的 图 ,可 见 在 z 一 0 附近 Fz) = 0 有 无 穷 多 个 解 , 并 设法 求 出 它 的 解 。 
3 《月 还 款额 ) 作 为 房产 公司 的 代理 人 ,你 要 迅速 准确 回 竺 客户 各 方面 的 问题 。 现 在 有 
个 客户 看 中 了 贵 公 司 一 套 建筑 面积 为 120mz ,单价 5200 元 /m? 的 房子 。 他 计划 首付 30 儿 ， 


其 余 70 站 用 20 年 接 揭 贷 款 ( 货 款 年 利 辜 5. 58%)。 请 你 揭 供 下 列 信 息 :房屋 总 价格 .首付 款 
一 一 了 妇 _- 


略 .月 行 还 款额 。 
4 《线性 迁 代 )] 迁 代 过 程 


ahl 一 旦 《Tt 
的 收 各 性 主要 条 件 是 在 根 的 附近 满足 1 8 (zy [< 1。 从 理论 上 证 明 线性 迭代 
TiH 二 GE 十 工 


只 有 两 种 极限 形态 :不 动 点 或 无 穷 大 。 分 别 就 e 王 4.9, 一 0.9, 1.1, 一 1.1( 取 加 一 1, 选 代 20 
步 ) 用 图 形 显示 迁 代 过 程 的 不 同 表现 (提示 :用 subplot 将 4 个 子 图 放 在 一 个 图 形 窗口 比较 ?。 

5 【 蓄 裁 法 )Newton 迁 代 法 是 一 种 速度 很 快 的 选 代 方 法 ,但 是 它 篆 要 预先 求 得 导 函 
数 。 若 用 莽 商 代替 导数 ,可 得 下 列 孩 截 法 


上 本 1 
0 Fa 一 7 ) 


这 一 迁 代 法 需要 两 个 初 值 rz ，zl ,编写 一 个 通用 的 荡 截 法 计算 机 程序 并 用 以 解 例 3。 

6 【多 轿 的 交点 ) 两 个 权 圆 可 能 具有 0 一 4 个 变 点 , 求 下 列 两 个 风 圆 的 所 有 交点 坐标 

(二 一 2)2 十 (一 3 十 2xz)2 一 5 
2(z 一 3 和 十 (73 生 一 

7 《化 学 反应 平衡 ) 一 等 上 分 子 数 一 氧化 夏 (CO) 和 氧气 (O: ) 的 混合 物 在 300 天 和 

5barfibar 一 105Pa) 还 力 下 达到 平衡 ,理论 反应 方程 式 为 
CO 十 0.50。 -CO， 
实际 反 庶 方程 式 为 
CO 二 OO xzxCOT0.50 十 rz)Os 十 (1 一 2COs 

剩余 CO 比值 z 满 足 化 学 平衡 方程 式 
K， 一 9 天 人 0<z<i 
这 里 开 , = 3.06, 户 一 5bar, 求 >. 


&2.7 补充 知识 : 认识 混沌 


线性 选 代 要 么 收 伍 于 它 的 不 动 点 ,要 么 趋 于 无 穷 大 (见习 题 4) ; 曾 不 收 伍 的 非 线性 选 代 
可 能 会 趋 于 无 穷 大 ,也 可 能 趋 于 一 个 周期 解 ,但 也 有 可 能 在 一 个 有 限 区 域内 杂乱 无 章 她 游 
荡 , 这 类 由 确定 性 运动 导致 的 狐 似 随机 的 现象 称 为 混沌 现象 。 下 而 我 们 就 Logistic 选 代 来 


研究 这 一 现象 。 
1， 昆 虫 数 量 的 Logistic 模型 


TH 一 art 一世) 0 所 asS14 《2. 12) 


二 表示 第 下 代 昆 虫 数量 (1 表示 理想 资 型 环境 最 大 可 能 昆 贝 数 量 ) 。(2. 12) 式 反映 了 下 一 代 
对 上 一 代 的 既 依 束 又 竞争 的 关系 。 当 上 一 代 很 少 , 筑 殖 能 力 不 够 ,从 而 后 代 很 少 ; 当 上 一 代 


一 一 0 ~、 


很 多 ,会 旋 掉 很 多 食物 ,后代 难以 存活 ,从 而 后 代 也 很 少 。a 为 资源 系数 ,0 委 a 和 过 4 保证 了 
:在 区 间 (0，1) 上 封闭 。 

2， 平衡 与 稳定 

称 e 为 映射 gtz) 的 平衡 解 或 不 动 点 , 若 gf(e) 一 a。 对 于 (2. 12) 式 ，8g(z) 一 art1l 一 )。 
和 解 方程 

一 上 rtl 一 工 ) 

得 (2. 12) 式 两 个 不 动 点 0 和 1 一 1/a。 若 初始 值 恰 好 为 不 动 点 , 选 代 (2. 12)? 的 值 永 不 会 改变 。 
如 果 对 于 mm 不 动 点 附近 的 初始 值 ze,(2. 12) 式 收 敏 于 此 不 动 点 ,我 们 就 称 这 一 不 动 点 是 稳 
定 的 。 

当 0 扫 <1, 在 [0, 1 内 只 有 一 个 不 动 点 0, 且 由 18g (0) |=a 扫 1, 可 知 它 是 稳定 的 。 
说 明 资 源 省 乏 时 ,昆虫 趋 于 消亡 。 

当 a > 1, 不 动 点 0 不 再 稳定 ,而 由 | g (1 一 17/a) | 一 | 2 一 alj1 可 知 1<a 近 3 时 不 
动 点 1 一生 !: 稳定, 说明 赛 源 适 当时 ,昆虫 稳定 于 一 定数 量 。 

3. 周期 解 .分 叉 和 识 浪 

称 e 为 映射 Stz) 的 周期 天 点 , 若 (a) 一 wa 而 对 任意 7 一， &ia)y 不 等 于 af 这 里 上 
表示 上 的 次 复 台 )。 并 称 u，g(e] ，…，z Lo) 为 周期 趟 轨道 。 

让 我 们 来 求 (2. 12) 式 的 局 期 2 轨道 ， 
》solved 和 一 arasxxxr(1T 一 x)*(1 一 axxrr(1 一 x))=0) 
昌 nS 一 
[ 0] 
[ 一 1 十 al/aj] 
[fl/2*a 二 1/2 十 1/2* (a、~2 一 2*a 一 3)"(172)?7a] 
[(1Z2* a--172 一 1/2* (a~2 一 2*a 一 3)(172))7a] 
可 见 当 对 一 2a 一 3>>0, 即 >>3, 出 现 两 个 周期 ? 解 , 可 以 证 明 3<<< < 1+VY6 时 半期 2 轨 
道 稳 定 (习题 8)。 选 代 开始 发 生 所 请 倍 周 期 分 岔 , 从 周期 2, 周 期 4,…, 周 期 2 ,… 直 到 ea 
= 3.569945672.…。 说明 e 在 53，a- ] 取 值 时 , 屁 虫 数量 蛙 现 规律 性 振 功 ， 当 a > ve， 
《2. 12)? 式 的 选 代 序 列 几 乎 杂乱 无 章 , 即 所 请 混 惩 。 我 们 通过 下 列 例子 形象 地 显示 上 述 现象 。 

例 6 〈 分 又 图 ) 对 于 aa 在 [0, 4] 药 不 同 值 , 画 出 Logistic 选 代 药 极限 形态 图 . 

下 列 M 文 件 eg2 _6.m 对 于 每 一 个 a 值 ,随机 产生 一 个 初始 值 。 文 件 显 示 了 前 20 步 先 
代 的 变化 。 最 后 用 第 180 一 200 步 选 代 值 表示 极限 形态 , 见 图 2 4。 











围 24 混 涉 分 奚 图 


外 M 脚本 eg2 6.m 
CLeari C1oSsef aa=0:0.01444 
NM = ]ength(a)y 久 = 200; x= zerosfK，M)73 xf1，;) = Tandf(1，M)， 
for 妈 = 工 :这 ，for 基 = 工 ;其 一 工 
(其 十 荆 ， 严 》 = 站 ( 区 ] “XXX， 姻 ) 《1 一 民 CK， 加) 
end，end 
forK=1:;20， 
jet(a，xKKk，:)，"- 3 title([X= ，int2str(K))+ pauseK27， 
ends 
plot(a，xf160:K，:)， .1 xlabelf'a')f ylabelf'x' hold ofti 

4. 混沌 的 特征 

混沌 是 由 确定 性 系统 产生 的 盘 似 随机 的 现象 。 一 般 认 为 ,混沌 有 下 列 几 个 主要 特征 

(iD 初 值 获 感性 ; 两 个 任意 近 的 点 内 发 的 两 条 轨迹 迟早 会 分 得 很 开 ， 

《ii) 于 厉 性 : 任意 点 岩 发 的 轨迹 总 会 进入 [0, 1] 内 任意 小 的 开 区 间 。 

例 7 《 初 值 孝感 性) 下 列 M 文件 eg2 _7.m 验证 了 Logistic 选 代 序 列 的 初 值 获 感性 . 
对 于 车 得 很 近 的 两 个 初 值 ( 相 差 仅 le 一 4) ,我 们 画册 了 两 个 序列 50 步 内 的 误差 图 (图 2-5)， 
可 和 10 步 以 后 ,差异 增 大 ,有 时 甚至 接近 1。 

站 M 脚本 eg2 7. 姻 
如 工人 aa 台 ] 吕 本 人 已 三 站 人 一 1 一 4 
x= Zeros(50，2)+ xf1，:) = [0.4，0.4+ej; 
for TI=2:50 
XIE，:) = 站 *XCIT 一 1，: 《1 一 XCT 一 1 
end 


Y=Xti 1 一 XI，2)7 5D1otty) 


心 
一 | 


自 10 好 30 4 5 
图 3235 杨 值 教 感性 
例 8 ( 珠 网 图 ) 我 们 用 蛛 两 图 来 显示 混沌 的 遍历 性 。 将 (2. 12) 式 改写 为 平面 选 代 
名 一 GECLT 一) 


定时 1 3 


蛛网 图 正好 显示 选 代 计算 ro，3，z，， 光 的 一 系列 变化 过 程 。 下 列 M 画 数 eg2 8, m 
基 一 个 通用 的 Logistic 是 网 图 函数 。 作 出 系数 为 <, 初 值 为 zo ,从 第 亚 步 到 第 呈 步 的 选 代 
过 程 。 
交 M 函 教 eg2 _8. m 
funetion = eg2 8(a，x0，n，hn) 
=0i0.01:14 Y=a*X,*rl 一 X)4# 
Bl1ot(x，X，'T，x，y，r)i hold oni 
CIear 区 和 
XK1L) =XO; 
YC1)=a*x(1)*(1 一 xl1))? 
KK2)7 = TKC174 
证 吧 2， plott[xC1)，x(1)，x(2)]，[0，Yy(1)， YI)])， end 
for 工 = 2:n 
史 二 一 昌 Xi)* (人 1L 一 其 [7 
KK 十 革 )》 = 玉 C 二 ) 
证 1 阵 ，PIOtC[x(Ciy，xfKi)，x(izt+1)]，[YCi 一 1)，YCi)，YCi)]) end 
end 
helgd oFty 
在 命令 窗口 执行 
》subplet(2，2，1)4 eg2 _8(2,7，0.1，1,，100)， %% 收 般 选 代 
》subplot(2，2，2); eg2 _8(3.4，0.1，50，500)1 上 % 阁 期 2 
》subplot(2，2，3)F eg2 8(3.5, 0.1，50，500) %% 阔 期 4 
光 subplot(2，2，4)1 eg2 804，0.1，50，500)# 郡 混沌 

















图 26 蛛网 图 
(al 收复 ;hb) 周期 3; 《ce) 周期 4 《中 筷 沌 


可 见 混 鲈 先 代 对 于 初 值 为 0. 1, 轨迹 肖 历 了 [0，1J 区 间 ( 图 2-6)。 


5$. 扑 充 习题 
8 证 明 , 当 月 仅 当 3 一 “< 1 十 V6，Logistic 喘 射 的 局 期 2 轨道 是 稳定 的 。 
9 作出 习题 4 的 蛛网 图 . 
10 用 效 值 方法 分 析 何 时 出 现 周期 4 轨道 ,又 于 何 时 失 稳 ? 然后 再 用 理论 分 析 求 解 。 
比较 站 果 。 
I1 《Henon 爱 引 子 ? 混 沌 和 分 形 的 著名 例子 , 选 代 模 型 为 
ET 一 十 央 一 1.41 
HL 一 03 


连 线 ) 可 得 所 曾 Henon 引力 浅 图 ， 


一 可 李 -一 


实验 三 ”最 佳 订 货 量 极限 .导数 和 极 值 


本 实验 中 我 们 学 习 MATLAB 有 关 极 有限. 级 数 、 导 数 和 宜 值 等 命令 ,加 深 对 微分 学 一 些 
基本 报 念 及 理论 的 理解 ,讨论 最 佳 定货 章 和 银行 复 利 等 应 用 问题 。 补 充 知识 介绍 了 数 懂 计 
算法 求解 数学 问题 的 局 限 性 和 最 优化 来 解 的 黄金 分 割 法 。 


$3.1 引 例 : 最 佳 订 货 最 问题 


汽车 工厂 为 了 保证 生产 的 正常 运作 ,配件 供应 一 定 要 有 保障 。 这 些 配 件 并 不 是 在 市 场 
上 随时 可 以 买 到 的 ,所 以 往往 要 预先 从 配件 供应 商 那 里 订货 。 由 于 谍 件 供应 商 并 不 是 生产 、 
单一 产品 ,为 你 的 订货 必须 要 在 流水 钱 上 作出 调整 ,所 以 每 次 订货 需要 收取 一 定量 的 生产 准 
备 费 。 配 件 供 应 商 的 生产 能 力 很 大 ,开工 后 很 快 可 以 生产 许多 配件 ,但 是 你 的 汽车 工厂 并 不 
是 立即 需要 这 人 么 多, 往往 要 在 仓库 里 情 存 一 段 时 间 , 为 此 你 要 付出 储存 费 ， 如 果 订 货 量 很 
小 ,必然 需要 频繁 定货 ,造成 生产 准备 费 的 增加 ;友之 , 若 订货 量 很 大 ,定货 周期 必然 延长 , 生 
产 准 备 费 下 降 ,但 这 样 会 造成 赃 存 费 的 增加 。 如 何 葡 定 合适 的 订货 量 ? 

实践 中 ,这 是 一 个 相当 复杂 的 问题 ,因为 在 多 方面 会 受到 市 场 波动 的 影响 。 我 们 先 作 一 
些 必 要 的 假设 将 阿 题 简化 。 

(1) 汽车 工厂 对 配件 的 日 需求 量 是 恒定 的 ,每 日 为 > 件 ; 

(2) 所 订 配 件 按时 一 次 性 交 货 ,生产 准备 费 每 次 外 元 ; 

(3) 储存 和 费 货 当日 实际 储存 量 计算 ,依存 费 每 日 每 件 居 元; 

(4) 你 的 工厂 不 允许 缺 货 。 

设 一 次 订货 件 , 由 于 工厂 不 允许 使 货 , 商 为 了 节省 储存 费 , 交 货 日 期 应 定 为 惟 好 用 完 
时 ,所 以 证 货 局 期 

了 一 开 /r 《3. ]) 


由 于 日 需求 量 是 恒定 的 ,可 以 计算 出 第 上 天 的 情 存 量 为 


CC 一 工人 一 DO<t< 工 《3, 了 > 
二 epD 得 | eDd (3.3) 


根据 (3. 1) 式 (3.2) 式 和 (3.3) 式 ,得 到 一 个 局 期 总 费用 


了 
CCzy 一 大 十 如 元 


优化 目标 是 使 单位 产品 侦 用 


1 一 
达到 最 小 , 由 PCz) 一 0 即 
一 筷 十 到 =0 
玉 
可 解 得 z =\/ < 这 就 是 著名 的 经 济 批 最 订货 公 趟 ， 
#3.2 数学 理论 复习 : 数 分 学 
1 极限 和 连续 


极限 是 高 等 数学 最 基本 的 概念 , 它 带 来 了 很 多 深刻 的 结果 。 
数列 极限 : 姐 果 对 于 Ye > 0, 存在 正 整 数 六 ,使 当 =>> 六 时 有 


| 二 一 已 | < 《3. 4) 


则 称 a 为 数列 z, 的 极限 ,或 称 z, 收 误 于 上 。 记 为 Jimz 一 4 或 ro 一 a。 直观 上 表示 :mm 趋 无 
穷 太 时 ,zx 无限 接近 a。 

耕 数 极限 :如 果 当 z-~zo 时 有 8z) 一 熏 , 则 称 和 为 函数 jz) 当 za 时 的 极限 。 记 
为 lim zx) 一 点 ,车 仅 当 zz 一 xz 上 且 人 mm (或 zx 所 mo) 时 有 .cz) 一 点 则 称 和 为 jz) 当 


工 -zo 时 的 右 极 限 (或 左 极 限 ), 记 为 Am 十 0)( 或 Fn 一 0)). 当 xz 二 DO) 一 7 一 0)， 
Fr)( 当 -xzo 时 ) 的 极限 存在 旦 等 于 这 个 值 。 

连续 : 若 大 m 十 0) = ro7( 或 ao--0 一 Fr 则 zz) 在 zo 右 连续 (或 左 连 续 ) 。 
若 Az) 在 xz 右 连续 是 堪 连续 , 则 称 7z) 在 z 连续 。 若 8z) 在 区 间 (a, 已 内 每 一 点 都 连 
续 , 则 称 六 z) 在 开 区 间 (a, 刀 连 续 。 进 -- 步 , 若 疙 还 在 a 右 连 续 而 总 堪 连续 , 则 称 扰 >) 
在 财 区 间 [a, 忆 连 续 。 连 续 函 数 在 则 区 间 上 必然 能 达到 最 大 值 和 最 小 值 , 旦 可 取得 最 大 值 
和 最 小 值 间 的 任意 值 。 

2. 微分 与 导 教 

设 z 与 y 是 相关 联 的 两 个 变量 ,用 函数 表示 为 y = .Arz)。 对 于 r 的 一 个 小 增 量 Ar = 
了 一 xo《 称 为 差分 ) ,引起 > 的 一 个 小 增 量 &y = 瑚 z) 一 扰 zo)， 若 


六 一 各 和 zz 十 以 磋 站 《3. 5》 


其 中 点 是 不 依赖 Ar 的 常数 ,而 oaAz) 是 Az 的 高 阶 无 穷 小 量 ( 即 oCAzr)yaz 一 0)， 那么 称 


7 了 在 | 可 微 , 并 证 为 
dy 一 妃 dz 《3 67) 


其 中 dz, dy 分 别称 为 和 3 的 微分 。 
落 数 PFCzy 在 点 工 一 mm 的 导数 定义 为 


F(zo) 一 lim 
太一 全 


它 反 瞻 了 在 xz 点 附近 画 数 .Az) 的 变化 率 。 当 产 (mm) 2 0， 郴 数 在 z 点 附近 是 上 升 的 , 反 
之 产 (z) <0, 郴 数 在 zm 点 附近 是 下 降 的 ,而 当 . 产 (mm) = 0, 往往 (但 不 一 定 ? 标 志 函 数 在 
z 点 达到 筷 部 极 大 或 局 部 极 小 。 郴 数 在 zx。 点 达到 局 部 极 大 (或 局 部 极 小 ) 的 充分 条 件 是 
Pr 一 0 目 关 (ro)<0( 或 (ro) 0。 从 用 何 章 义 上 说 ,Fr(zo) 是 郴 数 在 点 io 切线 的 
斜率 。 昌 然 有 广 (z) = 对 ,可 见 导 数 是 微分 的 商 ,所 以 也 称 微 商 . 

Taylor 公式 是 微分 学 非常 重要 的 一 个 结论 。 当 灵 z) 在 含有 zo 某 个 开 区 闻 内 具有 直到 
?2 十 1 阶 的 导数 ,那么 当 袜 皇 (ay 可 有 
矿 S 


天 z 一 十 六 (ao 一 辐 ) 十 一 一 7 一 7 十 
六 Co) 人 
十 十 访 让 说 Tc 一 辐 ) ! 《3.8) 


其 中 是 re 与 工 之 间 某 个 值 。Taylor 公式 表明 一 个 可 徽 性 很 好 的 画 数 可 局 部 地 用 多 项 式 
函数 近似 好 代 符 。 
特别 地 , 当 ? 一 0 得 微分 中 值 定理 
天 相 一 天 xz) 一 CC 一 2) 《3. 9》 


它 琢 明 在 x 与 ze 之 间 存 在 -一 点 号 使 产 ( 旨 恰 为 疙 xz 从 x 到 了 的 平均 变化 率 , 但 中 值 定理 
不 能 给 出 上 的 确切 位 置 。 当 z 离 re 不 远 , 且 广 (z) 在 ze 附近 连续 ,有 


它 表 明 尾 意 兴 滑 函 数 可 局 部 线性 化 ,常用 于 幕 线性 函数 的 近似 分 析 和 计算 。 
3、 多 元 函数 微分 学 
极限 .连续 、 徽 分 .导数 等 概念 容易 推广 到 多 元 函数 。 设 二 元 函数 大 z， 切 在 点 (zo， 知 ) 
附近 有 定义 , 当 (z， 妇 以 任何 方式 趋向 于 (za ， 加) 时 , 才 z， 切 赵 向 于 一 个 确定 的 常数 4, 则 
称 4 为 For， 妨 当 一 my 一 时 的 二 重 极限 , 记 为 
Jim Ar， 3 一 如 (3. 117 


若 Jim7(z， 光 ) 一 Cn 367， 称 扰 工 们 在 Czo， 如) 点 连续 。 二 元 画 数 (7 力 在 点 4zo， 


罗 呈 和 


%%) 的 关于 变量 zx 和 > 的 仿 导 数 分 别 定 义 为 
Fat 十 ar 如) 一 大 zo， 加 ) 








六 (zi， 2) 一 lim AAA 
《3. 127 
Pa yw)= 避 np 2 二 一 Ka 加 ) 
分 别 记 为 于 | 。。， 和 于 | 。，. 二 元 函数 在 (ne % ?附近 变化 的 性 态 主要 由 嘴 |。 和 
37| 。。 共同 决定 ,它们 全 称 为 极 课 , 记 为 f 一 【 红 ， 世 ) .Fr 沪 在 (mn， ,要 得 局 





3y 


fn 区) 


一 7 一 ~ 


极 天 或 极 小 的 必要 条 件 〈 但 非 充分 条 件 ) 是 


太一 0 (3. 


充分 条 件 是 (3. 13) 式 旦 下 列 Hesse 矩阵 负 定 (局 部 极 大 ?或 正定 5 局 部 极 小 ) 


3 3 

可 zy 

Be 8 了 
可 TB 3 


二 元 函数 也 有 类 似 的 Taylor 公式 。 特 别 地 有 ,在 (ze，3) 附 近 


Fr 3 ss ji 十 产 (zo， zz 一 3) 十 产 (zoy 3 一 加 )》 (3. 


它 将 二 元 函数 在 (oo ， yo 附近 局 部 线 姓 化 。 
3.3 数值 数 分 


由 导数 的 定义 , 若 Fi 在 zx 一 4 可 导 , 设 产 0 且 足够 小 ,由 (3.7? 式 的 右 极限 得 





Foy m 妈 e 土 电 一 攻 a) (3 
由 (3.7)? 式 的 左 极 限 得 
产 (a) 2 一 不 e 一 生 (3， 
分 别称 为 向 前 差 商 和 向 后 差 商 。 事 实 上 ,对 于 连续 函数 ,两 式 正好 求 得 右 导 数 和 左 导数 。 
式 平 均 得 
Po Ha 十 妨 元 Ka 一 他 隔 


称 为 中 心 差 商 。 中 心 差 商 精度 较 高 。 
高 阶 导数 也 可 用 差 商法 求 得 ,例如 3 点 二 阶 导 数 公式 为 





下)》 


#3.4 求 值 限 . 导 数 和 值 值 的 MATLAB 命令 


1 im 东 符号 命令 求 权限 ; 七 ay1LoT 符号 Taylor 展开 
5 了 SU 符号 级 数 求 和 ; Polyder 密 项 式 求 导 ; 
ci 数值 差分 或 符号 求 导 ; Emimn 一 元 函数 极 值 ; 
gradient ”数值 梯度 ; fmins 多 元 函数 极 值 。 

1. 教 值 求 导 


Fe 十 瑞 一 2 十 Fa 一 下 ) (3 
大 


13) 





dxz=diff(xr) 返回 向 量 x 的 差分 ; 

Fx = gradient(E，x) 返回 向 量 F 表示 的 一 元 函数 沿 x 方 向 的 数值 梯度 ( 即 导 函 数 
FE《z)) ,其 中 ,x 是 与 FF 同 维 数 的 向 量 ; 

[Fx，FY] = gradient(E, x, Y) 返回 矩阵 下 表示 的 二 元 函数 的 数值 梯度 ( 开 ，F,) , 当 





FE 为 磋 X2 短 阵 时 ,x、 7 分别 为 上 维和 天 维 的 向 量 。 
L_  _- 








用 MATLAB 数值 求 导 最 经 济 的 方法 是 将 其 处 理 成 差分 的 商 。 例 如 
》cleariyx=[1 1.1 1.2 1,3];Y= 区 “33 
》dy = diffKY) .AdiEECX) 
寻 7 一 
3.3100 3.9700 4.69300 
求 得 y 01) y 4.1) 和 Y(1.2) 的 近似 值 5 向 前 差 商 ) 。 若 用 梯度 求解 
》dYy = gradient(yY，F) 
寻 y7 一 
3.3100 3.6400 4.3300 4.6900 
求 得 y(D，y' 01)，y4 2 和 7(1.3) 的 近似 值 。 准 确 解 
》3 “2 
ans 一 
3.0000 3.6300 4.3200 5,.0700 
gzadient 使 用 中 心 若 商 , 从 而 误差 较 小 。 
2 表 数 极 值 




















x= fnin('fun'，a, b) 求 一 元 函数 > = .Fz) 在 fa, 的 内 的 局 部 极 小 值 点 。 这 里 fun 
可 直接 用 字符 串 表示 ,也 可 以 是 M 函数 名 。 采 用 黄金 分 割 法 和 扼 物 线 插值 法 。 

其 = fminsf'fun ，x0) 求 多 元 函数 ?= .AD 在 mm 出 发 的 局 部 极 小 值 点 ,这 里 工 ， ze 
均 为 向 量 。 采 用 Nelder-Meade 单纯 形 搜索 法 。 








例 1 求 二 元 函数 rz y) = 5 一 菩 一 剖 十 4xy 在 原点 附近 的 极 大 值 。 
解 : 问题 等 价 于 求 一 护 z， 妇 的 极 小 值 。 
》fun = (n+X(2)“4 一 4*xKi)rx(2) 一 5 1 
yx= fmins(fun，[0，0]),f= - eval(fun) %eval(fum 执 行 字 将 串 fun 表达 的 运算 


于 一 


1.0000 1.0000 极 大 值 点 
一 
7.0000 中 极 大 值 
注 ， 在 使 用 fmins 等 命令 时 , 著 把 函 教 直 接 写 在 算式 中 , 自 变量 必须 用 1?， xf(27，-…。 
3. 解析 运算 


1im 让 ，symsum，diff，taylor 都 是 符号 运算 命令 。 








linitks， x，a) 返回 符号 表达 式 s 当 x 一 a 时 的 极限 ， 

symsum(s，n， ai b) 返回 符号 表达 式 s 表 示 的 通 项 当 自 变量 n 由 a 到 bb 的 和 。 
difffts, xn) 返回 符号 表达 式 s 对 xx 的 n 阶 导数 。 

taylor(s， ny a) 返回 符号 表达 式 s 在 a 点 Taylor 展开 到 m 次 式 。 








例如 ， 
》s9yms x+ tavYLorteintx)，6，017 
ans 一 
X 一 176"*X” 3 十 17120” xx ”5 
例 2 计算 tm 人 (1 十 三) ， 羡 一 0 去， [sinzy)] 
少 SymS mnXY 
光 1 it 上 fg 十 /m)7 ~ 了 ninf) 
ans 一 
exXPfX》 
》SYmsumgf - In xnAn na 1 Inf) 
ans 一 
一 ]ogK1L 十 X) 
》diEfEKCSinCX>) ，X 2) 
ans 一 


一 Sinfx” yy 了 
&3.5 实验 例题 


例 3 〈 不 同期 限 的 看 款 利 率 ) 若 银行 一 年 定期 年 利率 为 ,那么 情 户 存 1 万 元 钱 , 一 年 
到 期 后 结算 额 为 1 十 r 万 元 ;车 三 月 定期 年 利率 也 为 >, 每 三 月 情 算 一 次 ,由 于 复 利 ,储户 存 1 
万 元 钱 - 一 年 后 可 得 (1I 十 r/4) 万 元 ,显然 
《1 十 rr4)4 > 工 十 六 


这 是 由 于 煞 次 结算 增加 了 复 利 。 进 一 步 ,每 月 结算 一 次 ,总 结算 额 为 (1 十 r/12) 万 元 ,每 天 
结算 一 次 ,总 结算 额 为 (1 + r/365)a5 万 元 。 结 算 越 频繁 , 获 利 直 大。 更 在 我 们 已 进入 了 电 
于 商务 时 代 ,允许 情 户 随时 存款 或 取款 ,如 果 一 个 人情 户 连续 不 断 存 款 取 款 , 结 算 频率 趋 于 无 
穷 大 ,这 量 味 银行 要 不 断 地 向 顾客 付 利息 , 称 为 连续 复 利 。 连续 复 利 会 造成 总 结算 额 无 限 增 
大 吗 ? 如 果 活 期 存款 年 利率 为 1].98 上 ,那么 一 年 .三 年 ,十 年 定期 存款 的 年 利率 应 定 为 多 少 
才 是 等 价 的 ? 

解 , 一 般 地 , 设 若 结算 频率 为 n, 年 利率 为 zx, 第 上 次 结算 额 为 ary* 那 么 得 到 下 列 差 分 
方程 

ti 一 (1 十 za)atiy ao 一 1 工 

则 一 年 总 结算 额 为 we 一 (1 十 zx/ ， 由 于 
和 一 


Hi 十 立 /一 司 


可 见 总 结算 客 有 一 个 上 限 e。 在 这 个 例子 中 ,尽管 和 一 避 极 限 过 程 仅 是 理论 上 的 ,但 其 结 
果 比 一 个 具体 的 = 更 重要 。 它 表明 # 足够 大 时 ,结果 将 乱 定 于 这 个 值 。 事 实 上 ,mr 一 365 
时 ,总 结算 额 已 与 e 相当 接近 ， 
我 们 把 活期 存款 利率 作为 连续 复 利 率 mm = 1.98%%。 设 一 年 定期 利率 为 ~, 那么 上 有 
1 十 六 一 en 


从 而 > 一 加 一 1=2 如 。 同 理 三 年 定期 利率 -= (em 一 1)73 一 2.04%%， 十 年 定期 利率 ”一 
(et 一 1)/10 = 2.19 冯 。 银行 实际 定期 年 利率 要 更 高 ,以 鼓励 长 期 存款 。 
例 4 ( 导 画 教 . 单 调 性 和 报 值 上 专 ) 导 函数 的 值 能 反映 枯 数 的 变化 。 当 (Cazp ) 0， 郴 数 
在 im 点 附近 是 上 升 的 ,反之 户 (zm) 一 0,， 末 数 在 ze 点 附近 是 下 降 的 ,而 当 广 (z) = 0, 往 
往 ( 查 不 一 定 ? 标 志 函 数 在 ro 点 达到 局 部 极 大 或 局 部 极 小 。 下 而 我 们 通过 图 象 来 认识 。 
考虑 函数 Frz) 一 zeostz 十 3r 一 4 在 [一 2，2] 内 的 图 象 ， 
》 fun = /xx* Kx COSKX* TS3*X 一 <) 3 fplotfftun，[ 一 2，2])4 grigi 
可 以 明 昌 看 到 rz) 在 0.5 和 1.5 附 近 各 有 一 个 局 部 极 小 值 点 ,在 1 附近 有 一 个 局 部 极 大 值 
点 ,在 [ -0.5,，0.5] 有 一 个 不 明朗 地 带 。 
现在 我 们 来 看 导 亚 数 。 
》》 dtun = difEKfuny) 
angs 一 
2 xceosfx2 十 37X 一 4 一 xsSinx2 十 3 xx 一 4 《2 X 十 3 
让 我 们 作出 导 函 数 图 象 ,并 与 fr) 图 象 亚 在 一 起 (图 3-1)。 


》dfun = Char(Kctuny# 

》hold cn; fplet(adfun,， [一 2，2]，'T); hold offi 

通过 图 3-1, 可 以 直观 看 到 户 (z) 与 /zz) 的 关系 。 进 一 步 我 们 考虑 区 则 [一 0.5，0. 5]。 
》fplot(dftun，[ -0.5，0,5]，z gridi 






































图 3-1 函数 的 单调 性 和 导 函 数 图 3-2 极 导 点 的 汰 现 


可 以 明显 看 见 , 在 一 0.2 和 0 附近 产 (z 还 有 两 个 零点 , 且 从 广 (z) 的 变化 知道 前 者 为 闪 z) 


极 小 值 点 ,后 者 为 f(z) 极 大 值 点 4 图 3-2) 。 
-57 一 


怎样 算出 极 值 点 确切 位 置 呢 ? 当然 可 用 tain 或 tmins。 
六 fmimSsCEuny， 癌 .57 
得 到 一 个 被 小 值 点 为 0. 4798 。 
罗 mtfun = "一 xy xx COSKCXr* 区 + 3+ 黎 一 4)"; fmins(ntun，1.5) 
得 到 极 大 值 点 为 1. 0689, 另 一 方法 是 通过 计算 . 产 (z) 的 零点 得 到 。 
少 fzerctgdtun，0.5)，fzerogdfun，1》 
读者 可 自己 求 出 其 他 三 个 极 值 点 的 位 置 
例 5 《发 现 中 值 定 理 ? 对 于 函数 Xz) 
一 工 十 cosCz)， 在 L0，xr/2j 上 验证 长 分 中 
值 定理 。 
解 ; 根据 微分 中 值 定理 ,在 [0，ry2] 存 


t3 ] 在 # 使 


Fr/2 一 70) 一 大 (人 (nr 一 0 


! ] 即 产 ( 丘 一 (ry2 一 1)7Crxy2) 一 0 
本 -一 二 几何 上 , 必 有 一 点 的 切线 与 两 端点 的 连 线 
图 3.3 福 分 中 值 定理 平行 。 我 们 先 作 图 目测 一 下 的 位 置 , 看 
得 出 在 0. ?75 左右 (图 3-3) , 

》 close fpleot(' x+ecos(x) ，[0，pi/2])y hola on 

》》plot([0， piy2]，[1，pi72]， 75 上 目 测 一 下 二 的 位 置 

由 产 (z) = 一 1 一 sinz, 用 下 列 命 令 求 准确 位 置 

》Xksai =fzerof'1 -sin(xr)- (pi/2 -1)Apis2 ，0.75) 


1.7 
1.6 








ksai 一 


.6901 
#3.6 实验 习题 


1 下 列 图 3-4 中 各 有 两 条 曲线 , 因 认 邬 条 是 A(z), 哪 条 是 广 (rz)? 为 什么 ? 











2 【单调 性 ?考虑 末 数 


FE 一 3xzsinfxs) 一 2< 人 < 2 


《IT) 作出 图 形 ,并 说 出 大 致 单调 区 间 : 
《2) 使 用 眉 纤 求 0z) ,并 求 大 xz 确切 的 单调 区 间 。 
3 【光滑 性 } 对 于 


加 人 > 2 ， 0 
把 工 ) 一 二 二 ， 吕 人 工 ) -七 < 人 


Ti 元 袜 们 0 


(1) 作 图 观察 它们 是 理 连 续 , 是 理光 滑 ? 

(2) 求 它们 在 工 = 0 的 左 导 数 和 右 导 数 。 

4 编制 一 个 求 二 元 函数 偏 导 数 的 M 函数 。 

5 《最 优化 ) 对 于 下 列 函 数 完成 下 列 工作 ,并 写 出 总 结 报告 ,评论 极 值 与 导数 的 关系 。 

《i 作出 图 形 ,观察 所 有 的 局 部 极 大 、 局 部 极 小 和 全 局 最大 ,全 局 最 小 值 点 的 粗 赂 位 置 ; 

《ii) 求 闫 zz 所 有 零点 ( 即 .Fz) 的 驻 点 ); 

(iiiy 求 出 驻 点 处 Fr) 的 二 阶 导 数值 

《iv 用 fmin 求 各 极 值 点 的 确 切 位 置 ; 

(v) 局 部 极 值 点 与 广 Cz)，F 疡 (cr 有 和 何 关系 ? 

(1) Frz) 一 妇 sin( 丰 一 二 一 们 ，zE [一 2，2] 

《2) Frz) 一 3 好 一 20 十 10, 和 后 [一 3，3] 

(3 _FKz) 一 | 妇 一 好 一 一 2 | ,xxE10，3] 

6 (通通 中 的 绍 衬 ) 要 运送 一 根 绝 杆 子 通 过 由 宽 5m 和 宽 
ti0m 的 通道 垂直 交叉 口 ,在 运送 过 程 中 必须 保持 杆子 是 水 平 的 
(如 图 3-5) , 间 这 根 杆 至 多 可 有 多 长 ?又 通道 为 圆柱 形 的 且 
绝 丁 不 必 保持 水 平 , 组 杆 至 多 可 有 多 长 ? 

7 (Taylor 展开 ) 求 于 列 函 数 的 Taylor 展开 式 (一 8 


expf)，tin(1 十 ) sin 二)，tE() 10m 


8 考虑 函数 图 35 习 图 4 图 
jz 3 一 品 /9 十 3z2y 十 9z 十 多 十 区 十 9 

(1) 作出 rz 妇 在 -2 一 z<1 一 7 一 < 把 1 的 图 ,观察 极 值 点 的 位 置 ; 

《2) 求 使 好 = 和 的 四 点 ; 

(3) 用 Hesse 给 阵 判 断 它 们 是 局 部 极 大 .局 部 极 小 .还 是 鞍点 


(4) 用 fmins 求 极 值 点 ， 
9 一 条 长 张 被 牢 牢 固定 在 地 上 ，, 胆 面 水 平 。 


考虑 若干 块 砖 在 长 有 一 端 亚 成 阶梯 状 而 尽 置 向 外 
延伸 。 一 块 苇 放 在 长 王 右 端 极端 位 置 是 砖 的 一 半 
在 外 ,但 第 二 块 砖 车 仍 放 一 半 ( 如 图 3-6) 必 会 钢 下 。 
图 36 习题 9 图 应 如 和 何 放置 这 两 块 厂 。5 块 呢 ? 
10 《电视 机 傣 格 ) 由 于 市 场 竞争 的 影响 ,电视 


机 售 价 户 越 高 ,销售 量 x 就 会 越 惰 ， 
工 一 Mey， AM an0 
其 中 M 为 最 大 需求 量 ,a 为 价格 系数 。 另 一 方面 , 销 千 量 越 大 ,每 台电 视 机 成 本 c 就 会 越 低 ， 
f 一 co 一 下 下 co 上 0 六 1] 


其 中 c, 是 只 生产 一 台电 视 机 时 的 成 本 ,天 为 规模 系数 。 应 如 何 确定 电视 机 千 价 才能 获得 最 
大 利润 ? 

11 《扩大 生产 的 订货 ) 在 引 倒 的 订货 问题 中 , 若 预 计 汽 车 生产 在 未 来 一 笑 时 间 按 下 列 
项 数 增长 


了 一 4 灵 


其 中 a, 8 为 常数 ,修正 经 济 批量 订货 公式 。 
$3.7 补充 知识 : 计算 的 局 局 性 


1 计算 的 局 限 性 

在 数值 计算 (如 选 代 法 ) 中 ,问题 的 解 了 往往 是 计算 过 程 值 rz ，…，xza， 人 的 极限 ， 
但 由 于 不 可 能 在 计算 上 实现 这 一 无 限 序 久 过程 ,必然 计算 至 某 步 zu 停止 , | z 一 痉 | 为 解 的 
误差 。 在 实际 计算 中 ,通常 采用 下 列 停止 准则 ,对 于 给 定 的 精度 要 求 e, 当 | 一 ri |< 昌 
则 将 zx 作为 满足 精度 的 解 .。 这 一 做 法 是 否 可 靠 ?” 下 列 M 函数 Imt. 冲 是 按 这 一 做 法 验证 极 
限 收 敛 性 的 数值 方法 ,使 用 格式 为 


[x, nm = lmtf sequenee' ，epsilon，masxn》 


其 中 sequence 是 用 M 函数 表达 的 序列 ,epsilon 是 精度 要 求 缺 省 值 le 一 4) ,maxn 是 序列 
最 大 长 度 ( 鲜 省 值 le 十 6 ) , 若 在 maxn 内 满足 精度 ,返回 极限 值 x 和 下 标 =, 并 作 图 :否则 , 认 
为 不 收 敏 。 
04M 示 教 ]mt. in 
function [x， nj = lmt(sequence，epsilon，maxny 
if nargind3 了 3，maxn = 1 e+ 站 end 
让 nargin(2，epsilon= 1e 一 4i end 
了 =03; 工 = infy CloOSse4 
While 了 RaXD， 
mn=Dn+1f Se= FevalfSequenc 提 DJ) 
让 absfseg 一 Xepsilon，break; end 
天 二 SeG# 
end 
ET Nan 
plotflin，feval(sequence，1:n)，.r )3 
titlet['LHT =“,num2str(Cx) ，， 机 = '，jint2stxz(n)]); 
一 5 学 一 


全 LSey 
Warningf[ Nonconvergence in '，int2str(maxn)， steps])# 
和 = Dan 五 = namj 

end 


现在 我 们 来 考虑 下 列 见 个 简单 的 序列 
人 一 1077 人 一 1 人 一 1 


显然 它们 玫 趋 于 0, 对 于 精度 le 一 上 ,理论 上 相应 * 的 大 小 分 别 为 10000，100,，22。 若 用 上 
述 lmt 验证 可 以 发 现 基 本 能 反映 收 令 精度 ,但 对 于 


{17n)y， (17 人 1 
会 有 较 大 差异 。 而 对 于 
f17720 1》 和 人 (一 17-9 和 } 


甚至 得 出 错误 结论 (见习 题 12)。 分 析 一 下 为 什么 ? 
注 : 严 烙 来 说 ,上 述 验 证 极限 的 方法 并 不 严密 。 报 本 问题 在 于 数值 计算 是 一 个 有 限 步 计算 ， 
它 无 法 解决 无 限 和 步 的 极限 问题 ,任何 数值 收 人 敏 都 冒 着 假 收 侣 的 记 险 { 见 实验 四 的 习题 6)， 这 
是 科学 计算 的 一 个 普遍 缺点 。 收 歼 的 很 本 保证 只 能 菲 理 论证 明 ( 或 者 说 人 的 抽象 忌 维 能 力 ) 
来 解决 。 

2， 黄金 分 害 法 

理论 上 ,光滑 函数 的 极 值 点 可 通过 对 其 导 画 数 的 求 根 得 到 ,但 从 计算 的 角度 并 不 合算 。 
首先 要 解析 地 求 出 导 画 数 , 求 根 本 身 也 是 不 容易 ,况且 求 得 的 根 并 不 保证 总 是 极 值 点 。 求 郴 
数 极 值 的 实用 算法 是 只 代 搜索 法 ,如 最 速 下 降 法 ,Powell 算法 .单纯 形 搜索 法 等 。 实 际 上 人 
们 常用 这 类 算法 求 非 线性 方程 (组 ) 的 根 ( 如 MATLAHB 末 玫 fsolve) 。 

这 里 介绍 一 元 函数 极 值 的 黄金 分 割 法 , 它 是 许 狗 最 
优化 搜索 法 的 基础 ,其 基本 思想 与 解 方程 的 二 分 法 搜 
近 。 如 罚 3-7, 设 Fa) 在 [a, 了 磋 连 续 且 有 叭 一 的 极 小 值 
点 ax 设 


ta 一 太一 0.618(B 一 ab 一 和 二 0.618( 一 4 


若 Fall) 到 无 碳 ), 则 aE[a 三 ] 著 扩 e) 芝 天 庙 ) 则 
aE [ai 避 , 重复 上 述 过 程 可 逼近 es。M 末 数 goldmin。 避 
m 求 指定 区 也 内 的 航 小 值 点 。 使 用 格式 图 3.7 黄金 分 审 

x= goldninf 上 _ mame' ，a，b, 七 01，maxSsearch) 
其 中 {f_name 字符 串 为 一 元 优化 函 才 Fz)( 用 M 教 表示),ay, 总 为 区 间 下 上 端 ,tol 为 精 
度 ( 缺 省 值 le 一 4) ，maxsearch 为 最 大 选 代 次 数 ( 缺 省 值 500) 。 

中 M 函数 goldmin. m 
function 工 = golcdmninf 于 name，a，D，tol， naxSsearcb) 












| 
1 
| 
| 1 
， 
三 二 皇 画 百 区 


证 nargint5 ，maxsearch = 5001 end 
守 E nargznt4，tolLl = ]e 一 4 endy 上 = 0 


whjletkt5008b 一 ay?tol1) 
大 = 区 +T13 革 = 一 B; 
al =Dh-0.618*ti bl=a+n0.618*t; 
证 feval(t 下 Pame、al)tfevalr 工 _name，bl)， 
了 =B1L; el8e 吕 = 引 ; eGnf 
endi X= (二 +a)72; 
if ky = 500，warnjing( "Tteration exceeds tbe 1] imitaton ) 1 end 
例如 ,为 求 Flz) = 28 一 也 一 4 了 十 5 在 [一 1, 苛 内 的 极 大 值 点 , 先 将 一 .Az) 写 成 M 梢 数 
function 7= 三 UnCX》 
有 = 一 2 十 天 二 5 
再 在 命令 窗口 执行 
》 goldminf fun' ，~-1，1》 


8nS 一 
一 0.9135 
3. 补充 习题 
12 考虑 于 列 数列 极限 ,用 上 述 M 葬 数 lmtm 判别 其 收 伍 性 和 收 笋 速度 ,并 分 析 
结 孙 ， 


(CD 本 CD CD 村， (7 人 和 (一 1 


13 用 黄金 分 割 法 求 哟 数 
Cr) 一 37r2sinfz3) 一 2 < 工 < 习 2 


的 极 值 点 


实验 四 数学 家 的 生日 蛋糕 ”积分 


本 实验 中 入 们 学 习 数 值 积 分 方法 和 MATIAB 有 关 积 分 计算 的 命令 ,加 深 对 积分 概念 
的 理解 ,掌握 积分 在 计算 面积 、 体 积 等 问题 中 的 应 用 。 补 充 知 识 介绍 了 变 砂 长 积分 法 和 广义 
积分 计算 。 


#4.1 引 例 : 数 学 数 的 生日 蛋 业 


一 个 数学 家 即将 要 迎 来 他 9 岁 生 日 。 有 很 多 学 生 要 来 祝寿 ,所 以 要 做 一 个 特大 的 蛋 
糕 。 为 了 纪念 但 提出 的 一 项 重要 成 果 一 一 只 腔 医 学 的 悬 链 钱 模型 ,他 的 弟子 要 求 蛋 糕 店 老 
板 将 蛋糕 边缘 圆 盘 的 半径 作成 下 列 悬 链 线 函 数 
六 一 2 一 【expf2h) 十 EXP 一 2)75， 0< 站 < 工 单 倍 :m) 
由 于 和 蛋糕 店 从 来 没有 仙 过 这 人 么 大 的 蛋糕 , 重 糕 让 老板 必须 要 计算 一 下 成 本 。 这 主要 忠 及 两 
个 问题 的 计算 ,一 个 是 重 糕 的 重量 ,由 此 可 以 确定 需要 客 少 鸡 重 和 面粉 ! 另 一 个 是 蛋糕 表面 
积 5 除 底面 之 外 ,由 此 确定 需要 驳 少 奶油 。 
老板 没有 上 过 大 学 ,但 是 他 很 聪明 。 他 这 样 考虑 问题 :对 于 一 个 圆 盘 形 单 层 蛋 糕 , 如 图 
4-1(a)? 旋 转 而 成 , 若 高 为 用 (m), 半 径 r(m), 比重 瑟 kgyrm ) 则 看 糕 的 重量 (kg) 和 表面 
积 (mz) 
研 一 帮 rr 
号 一 2rFr 十 和 7 


如 果 蛋 糕 是 双 层 圆 盘 的 ,如 轿 4-1(b) 旋 转 面 成 ,每 层 高 吾 /2(m)y ,下 层 半 径 六 4m)》, 上 层 半 径 


mm), 则 蛋 薰 的 重量 和 表面 积 
研一 和 厅 ( 人 十 并)A3 


号 一式 太 十 天) 十 开 于 


《a] 人 b》 《e》 
图 4-1 林 同 形状 的 生日 蛋 业 


虽然 他 只 租 过 双 层 蛋糕 ,但 可 以 推算 ,如 果 和 蛋糕 是 = 层 的 ,如 图 4-1(c) 旋 转 夯 成 ,每 层 高 
一 …-- 本 及 一 


/nm) ,半径 分 别 六 ， …， rtm)ly 则 蛋糕 的 重量 和 表面 积 


万 捍 
理 之 三 之 


五 本 
3 一 2r 六 Dr 十 mr 
1 一 | 


他 将 蛋糕 假想 为 4 层 , 然 后 每 层 的 半径 用 区 间 的 中 点 做 近似 , 求 得 
本 一 5.45&，S 一 15.97 


他 的 计算 是 否 正确 呢 ? 事实 上 , 若 蛋糕 边 红 是 曲线 r = r(h， 0 反正 < 去 五 ,各 层 半 径 近似 为 
六 一 六 (人 一 170 末 /ma)， 一 于， 9 那么 当 入 一 所 


也 
多 一 姑 旺 关 一 全 | CD 上 
1 一 上 


五 忌 ， 中 
SS 一 2r 之 mm 十 r 吧 一 zx| 冯 下 di 十 mrKO)2 
一 二 


#$4.2 数学 理论 复习 :积分 
积分 是 微分 的 无 限 和 , 画 数 Az) 在 区 间 [e, 的 上 的 积分 定义 为 


站 了 
TI= | rodz= im ,FeDaz GD1) 
卡 FT 立 了 | 站 2 二 1 


其 中 匡 一 如 过 罗 近 过 和 一 At 一 和 一 如 和 (zy 一 1 2 丈 。 从 
几何 意义 上 说 ,对 于 [a, 的 上 非 负 冰 数 关 z) ,积分 值 了 是 3 一 Fr) 与 直线 工 一 ea 工 一 癌 及 
工 轴 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 。 有 界 连 续 ( 或 几乎 处 处 连续 ?函数 的 积分 总 是 存在 的 。 

徽 积分 基本 定理 [Newton-ELeibniz 公式 ): 若 在 ta, 人 上 ,ECz) = 六 zz 那么 


生 
| rpmz= 王 (6 一 下 (Ca 《二 2) 


这 个 公式 表明 导数 与 积分 是 一 对 互 道 运算 , 它 也 握 供 了 求 积 分 的 解析 方法 :为 了 求 所 z) 的 
积分 ,需要 找到 一 个 冰 数 F(z) ,使 F(z) 的 导 冰 数 正好 是 关 z) ,我 们 称 F(z) 为 六 zx) 的 原 函 
数 或 不 定 积分 。 不 定 积 分 的 求法 常 涉及 许多 数学 技巧 ,常用 的 有 换 元 法 和 分 部 积分 法 。 丛 
理论 上 说 ,可 积 函 数 的 原 范 数 总 是 存在 的 ,但 很 多 被 积 函 数 的 原画 数 不 能 用 初等 渍 数 表达 ， 
也 就 是 说 这 些 积分 不 能 用 解析 方法 求解 ,项 用 数值 积分 法 解决 。 

在 应 用 问题 中 ,常常 是 利用 微分 法 进行 分 析 , 面 问题 最 给 的 解 归 结 为 微分 的 和 ( 即 积 
分 )。 一 些 更 复杂 的 问题 是 含 微分 的 方程 ,不 能 直接 积分 求解 ,这 类 问题 我 们 放 在 实验 五 里 
解决 ， 

多 元 冰 数 的 积分 黎 为 多 重 积分 。 二 重 积分 定义 为 


| pdzty= 加， 闷 丈 /eanay 
台 了 


imazf 站 


如 园 4-2 所 示 , 当 大 z， 妇 非 负 时 ,积分 值 甩 何 上 表示 曲 项 柱 
体 的 体积 ,二 重 积分 的 计算 主要 是 转换 为 两 次 单 积分 来 解决 
无 论 是 解析 方法 还 是 数值 方法 ,如 何 实现 这 种 转换 ,是 解决 亲 
题 的 关键 。 

平面 曲线 (zt ， ye < 所 站 的 长 度 





[一 | VETY7CGTd 
室 间 曲线 (zf ，yn，zOIta < 近 a) 的 长 度 | 图 4-2 二 重 积分 定 灾 
上 一 | VODITeCDzd 
曲面 > 一 xs(z，CCzy， 人 EC 的 面积 


S 一 | 了 十 zz 十 xdzdy 
履 


84.3 数 数 积分 :梯形 法 和 数 积分 


1 梯形 法 


如 图 4-3 所 示 , 设 f(z) 在 [e, 执 上 大 于 90, 那么 工 = 
| repdz 就 是 如 图 4-3 所 示 的 曲 边 梯形 的 面积 ,将 [a， 人 
划分 为 若干 小 区 局 一 辐 二 辣 二 生 二 和 一 六 则 


7 一 > Fozydz 


在 每 一 小 区 则 [z, ，z] 上 天 z) 近 似 为 一 直线 ,用 弦 线 代 
5 < 圭 , 则 
围 4-3 梯形 积分 法 











了 


上 (zidzxe 王 -ECf(zrD) 十 fr)) 





从 面 
Ts 2 二 (CCr-) 十 大 二 ) 
i 一 1 


称 为 梯形 公式 。 通 常 将 [e, 缮 区 间 半 等 分 , 闫 一 直 一 aym 五 二 4 十 坊 ， (4. 3》 
1 下 (去 Fa) 十 豆 F 人 十 27CD (4. 4 
3 


可 以 证 明 当 # -ce 梯形 法 (4.4) 式 是 收 和 伍 的 ， 
2. 重 积分 
重 积 分 的 数值 计算 可 通过 若干 次 单 积分 的 组 会 实现 ,如 对 于 二 重 积分 


了 一 1 六 定 ， 9dzrdy 
先 化 为 二 次 积分 
工 一 | 是 Jr，3JQy 


我 们 利用 梯形 法 先 将 [a， 坟 ] 区 间 再 等 分 ， 五 - 一 (一 GyA， 1 一 中 十 态 ,， 了 一 用 |， ， 现 
使 用 (4. 4) 式 得 


1 _ i aa 
Ts 记 ( 计 (G(o) 十 GO 二 G(z)) ,其 中 GD) 一 | ”Fasdy 
2 1 外 


如 图 人 4, 再 将 [ez )， dz 区 间 ”等 分 ,加 (人 一 (Car) 一 





由 
[zj cf 0 一 ez) 十 车 一 0 1，…，2, 使 用 (4 4 式 得 
人 (人 s 态 G( 二 [Fr 人 
Cl 
用 荆 
+ycry az 十 闷 FGcyo)) 
1 
亲 国 交 5 xx M 文 件 dblquad2.m 给 出 二 重 积分 数值 计算 法 (其 中 使 用 了 


图 44 二 重 积 分 计算 MATLARBR 梯形 积分 命令 trapz, 见 下 节 )。 用 法 
IT= dbl1quaqd2( 工 _ name'，ay be lo d hi mnm) 


其 中 打 _name" 为 被 积 耻 数 Fz， 妨 字符 串 , 其 中 地 为 标量 ,y 为 向 量 ,c_io? 和 和 dhi* 是 y》 
的 下 限 和 上 眼 丽 数 rcCz)、cdkz) ,都 是 x 的 标量 函数 ;ae, 瑟 分 别 为 的 下 限 和 上 上限 :ma， 7 分 
别 为 和 > 方向 的 等 分 数 ( 缺 省 值 100) 。 
只 M 记 数 dblqauad2. mm 
function I= 加 LIquad2kE name，a， pc _ lo 台 _ hiy DJ) 
ifE nargind7 了 nn= 100 eng 
if pnarginee = 100; end 
革 E 巩 ( 了 | 矶 (2 
errort unber cf intervrals inyalid 73 
end 
mpt= 妆 +1; hx= 人 Db 一 am xs= 忆 +f0:In) ”hx 
Eeor 工 = 荆 ;: 加 Pt 
7LO= feval(c _ 10，x(i)5 pi=fevaltd _hi， xi)7)5 
hy = 《ybi- YLo)ni 村 ，， = 了 1O+ 《0:n) ”byi 
ff(1，: } = feval( 丰 _Dame，X(i)，Y(I，: ] 5 
Gfiy = trapzfytI，， )， 下 斌 ，:， 
end 
工 = trapzftXx，CG) ; 


角 1 |‖ vdzay 一 | “一 Tedy)dz 


工 ~3 和 1 


听 M 函 教 eg4 1funm 
function z= egd 1fun(x， 区 
z= SGIt(I-X~2)*ones(SsizeKy)) 
名 M 函 教 eg4 1low. m 
funetiomn TY= egd4 TI1oW《)》 
革 = 一 SG 人 (1 一 其 2) 
中 M 函 烤 eg4 _1up. m 
funetiony= eg4 1up(x) 
革 = SqT 十 (二 一 科 ” 2 
然后 在 命令 窗口 困 
》 dblquad2('eg4 _ 1fun'，- 1，1，' eg4 _ 11ow'，'eg4 19g 》 


ans 一 


2。 看 日 站 和 
84.4 求 积分 的 MATLAB 命令 
trapz 梯形 法 积分 | ablquad ”此 形 区 域 的 二 重 积分 ; 
quad 变 步 长 数值 积分 ! int 符号 积分 。 
quad8 高 精度 数值 积分 ， 
+， 梯形 积分 法 


trapz 是 最 基本 的 数值 积分 方法 ,精度 低 , 适 用 于 数值 函数 和 光 沟 性 不 好 的 函数 。 使 用 
格式 为 


z = trapz(x， 史 x 是 表示 积分 区 网 的 离 求 化 向 量 ;y 是 与 x 同 维 数 的 各 量 ,表示 钙 积 ， 
函数 ;z 返回 积分 的 近似 值 。 


一 














例 2 | ed 
一 ! 


鸭 避 LeaL; 里 一 工 :0. 工 :1 
史 定 = KPI 一 买 .了 2 
》 上 rapPzKK，Y) 
站 弄 S 一 
1. 4924 
2. 变 步 长 数值 积分 








z = quadBf "En ， 有 ， 章 ，Tol》 
其 中 ,Fun 一 一 表示 被 积 阴 数 的 M 函数 名 ! 
上， 于 一 下限, 上限; 
Tel 一 精度 , 缺 省 值 为 1s 一 3。 








为 解 例 2, 先 写 M 函数 eg4 _2fun. m 
吕 M 函数 eg4 _2fun. m 


funection = EURCXT 
有 = exXgb 一 苹 , 275 
然后 在 命令 窗口 用 
2 = quad8( "eg4 _ 2fun'，- 1，1》 
1. 4936 
注 1:quad 使 用 自 适应 步 其 Smpson 法 ,quad8 使 用 自 适 应 步 甚 8 阶 Newton-Cotes 法 ,我 们 
建议 用 quad8, 它 不 但 精度 较 高 ,县 对 假 收 歼 ( 见 习题 6) 和 假 奇 异 积 分 (见习 荐 5) 具 有 一 定 
适应 性 ,而 Guad 较 差 。 
注 2:trapz，guad，guad8 都 不 能 用 于 未 广义 积分 。 琵 外 由 于 数值 方法 的 特点 ,对 于 一 些 假 


奇 弄 积分 也 不 能 直接 来 解 ,如 | ztdz。 因 为 数值 方法 对 丰 是 通过 exptlnCz)/3) 计 算 ,对 


工 扫 0 就 会 出 现 复数 。 这 类 情况 在 适当 定义 被 积 函 数 ( 工 雪 0 时 用 一 (一 z)E) 后 仍 可 正确 


求解 。 
3- 重 积分 
矩形 区 域 二 重 积 分 


站 
= 一 | dz| .Fr，y)dy 


cblquad 只 能 求 矩形 区 域 的 二 重 积 分 ,不 如 上 述 M 函数 员 lquad2 适用 面 广 。 


z = 凶 Iquadf Fun ,ab，c，d) 


其 中 :fun 一 一 表示 被 积 函 数 { 的 M 函 数 名 。 
a，b 一 一 变量 = 的 下 上 限 。c， d 变量 了 的 下 上 限 。 








4 特 号 积分 








int(s) 符号 表达 式 s 的 不 定 积分 。 

int(s，v) 符号 表达 式 s 关于 变量 * 的 不 定 积分 。 

int(s，a b) 符号 表达 式 s 的 定 积分 ,ab 分 别 为 下 .上 限 。 
int(s，Vv， ay b) 符号 表达 式 s 关于 变量 从 a 到 的 定 积分 。 








》3Yms X; 万 1 = intfexpft 一 X)》 + Sinx)y) 


tl 一 
一 6eX 了 一 区 一 COS{X) 
和 tt2 = intCexpf 一 xT+TSingxri， 0 1) 
t2 一 
本 一 


一 expC 一 1 一 cos(Cl) 十 2 
》t2 = Ypatkt2) 
t 一 
1.0918 
当 int 求 不 出 符号 解 ,会 自动 转 求教 值 解 。 
》t3 = int(Cexpf 一 区 ”~ Sinfx))，0，1) 
克 arning; 上 xplicit integral could not be found. 
In DIMAT1LABl1lvtoclboxsymbolics 四 symnvint mm at line 58 
t3 一 
int(exp( 一 xz” sintx))，x= 一 0..1》  % 说 明 无 法 求 得 解析 解 
?3t3= ypakt3。5) 
tt 一 
.45491 站 这 样 仍 可 得 近似 解 
int 也 可 用 求解 重 积分 和 广义 积分 ,为 解 例 1 
》8Ymsxyr iy=dintsqrtt1 一 和 2》，Y， 一 SGIt(1 一 区“ 2)，SGFt( 工 一 开 2)3 
》int(Ciy，x， 一 1， 1 
antis 一 
873 
若 要 计算 | esin(z)dz 
》sYms xf intfexpt 一 X)* sin(x)，1，infy) 
ans 一 
1/2 exp 一 1)" cos(1) 十 172"expC 一 1) ”sin(1) 
》Vvpa (ans，5》 
ans= 
,25417 
注 : int 的 能 虽 堆 很 强大 ,但 计算 过 度 慑 ,数值 计算 中 效 闪 不 好 。 


$4.5 实验 例题 


例 3 〔( 生 目 蛋 糕 ) 现 在 让 我 们 来 做 数学 家 的 生日 大 蛋糕 。 
》syms hy = 二 - (exp(2*h) + expt 一 2* h))7Z59 
》vpat int(PirTr2，h， 0，1)， 5》 
ans 一 
5. 4172 
yzr0 = subs(r，h，0); vPatint(2* pi ry hy 0，1) 十 Pi*Yr0O^ 人 ，52 
ans 一 


16. 051 
可 见 , 重 糕 店 老板 的 估算 基本 正确 。 事 实 上 ,他 使 用 的 是 数值 积分 中 矩形 法 。 





例 4 【积分 的 定义 ) 下 列 M 是 数 intdf m 给 出 积分 定义 (4. 1) 的 演示 工具 ,使 用 格式 


I= intdf( ff name' ，ay， bn) 
它 给 出 T_name 表示 的 被 积 函数 放 c 在 fte, 上 的 积分 并 作 图 ,将 [ae 区 间 :等 分 ,全 
取 小 区 间 中 心 ， 
中 M 函数 intdf. mm 
function 工 = intdt( 于 mnamney， ab，D) 
Closey 和 =(b-a)ynirI=0; 





EOr 1 工 = 1 : 
XfTL) = 站 + (一 1 hi KK2)= 昱 +i>hs 
xf3) =Xf2); XK(4) 一 XI1D)1 七 = (KxK3)》 十 XDA72; 
VC3) = feval(E name 上 )5 Y(4&7=YC3)5 工 = 工 +h” SC3)1 
fl1(xy， yy， [1 0 0.5| in) hold on 
en 如 
fplot(fE _ name，[La， bp]); 
titlec[ 积分 定 久 人 aa = ，int2strfny，)]) 3 
xlLabel([ 积分 值 = ，nuam2str(I)]) bold o 全 
下 列 命令 滨 示 sin(z) 在 [0,，2] 上 积分 ,注意 积分 准确 值 1 一 cos(2) 一 1.4161。 
放 tor 了 =1:10，intdt( sin 0，2，nl，pause(5)，end 
例 5 (漏水 的 时 间 ) 一 个 半径 为 5sm 的 球形 水 侯 充 满 了 
水 ,底部 有 一 个 半径 已 = 0.lm 的 小 孔 漏水 (图 45)， 若 不 考 
坊 磨 掠 月 ,多 少时 间 以 后 ,水 面 将 下 降 至 离 底部 0. 5m? 
解 : 水 从 小 孔 漏出 的 速度 由 下 列 能 量 方程 决定 


gz 十 四) 一 直 7/2 


0 这 里 * 是 速度 ,=* 表 示 从 球 心 测量 的 水 面 离 度 ， 8 一 
9. 8lmys? 为 重力 加 速度 。 考 眠 在 时 间 di 内 水 面 变 化 dz, 漏 











郴 45 球形 水 电 水 的 体积 为 
和 一 一 下 旭光 
其 中 = 为 高 度 zx 的 水 面 的 半径 ,小 孔 面积 A 一 x 刀 。 由 于 
到 一 2 十 让 
从 而 
出 一 民 一 三 





d 
下 V2Bgz 一 民 ) “ 
在 顶部 , * = 尺 水 降 到 0.5m 时,z=0.5 一 玉 , 从 面 


1. 5 一 尽 下 _ 2 4 丽 : -- 本 ] 
-一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 色 
]。 本 YY2g(z 十 尼 》 0.5-8 呈 w 2gC2 十 天 ) 


计算 程序 如 下 ,结果 为 0.5144 小 时 。 
一 到 





名 导 脚本 eg4 5. m 
clear R=5;b=01g=9.81;zl=0.5-Riz2=R; 
D=Iu0+ hh=(z2 一 zl)niz=zlih:z2i 
王 生 《R 了 一 2 2)》.7(b*2*5SQrtK2* 可 (KZ 十 凑 ))) 了 
工 = 上 trapzkz，Ef)760760 


$4.6 实验 习题 


1 《不 定 积分 } 用 int 计算 下 列 不 定 积分 ,并 用 diff 验证 


2 | 区 由 | 红 
e" 十 一 zzr 二 aar 二 5) 


2 【 定 积分 ) 分 别 用 trapz、quad8 、int 计算 下 旬 定 积分 





(4 :着 





上 ee 人 (到 | Sinf 工 ) 


， v 却 z 
3 ( 裙 园 的 周 长 ) 用 积分 法 计算 下 列 梢 加 的 周 长 


1 Sm 
dzy | 一 aa， | RXPC2Z Sin2[ 7) 相交 


了 2 
2 
古 十 写 一 1 
4 《【 重 积分 ) 


3 1 
(CD) [| dg| ,了 T 二 FSRCOJdyr 


(2) | dadz， 刀 为 于 十 形 迄 2r 
5 【人 殷 村 异 积分 ) 试 求 下 列 积分 
工 一 | mreosczmdz 


出 现 什 么 问题 ?分 析 原 因 , 设 法 求 出 正确 的 解 。 
6 【〔 假 监 效 现象 ) 考 虑 积分 TCRE) 一 [ | sin 人 (zz | 于 
(1) 用 解析 方法 求 其 ) 


(2) 斌 分 别 用 trapz、quad 和 quad8 求解 必 和 、T(6) 和 天 8) ,发 现 什 么 问题 ? 
7 《Simpson 积分 法 ?编制 一 个 定 步 长 Smpson 法 数值 积分 程序 。 计 算 公式 为 





Ts 5， 一 羡 ( 广 十 4 记 F2 六 十 4 关于 十 2 六 十 4 十 六 


其 中 为 个 数 , 天 一 尼 一 cj 太一 ae 二 人 一 1 1 一 1 2 和 十 
8 《〈 汽 车) 一 个 重 5400kg 的 汽车 在 以 速度 30mys 行 验 时 突然 煌 火 , 设 滑行 方程 为 


5400zv 下 一 一 8.276r2 一 2000 
和 
z 为 滑行 上 离 ,v 为 车 速 , 计 算 要 滑行 光 长 距离 后 ,速度 可 降 至 15mys。 
9 《 排 洪 草 )? 某 河床 的 横断 面 如 图 4-6 所 示 , 为 了 计算 最 大 的 排 洪 晶 , 需 要 计算 它 的 断 
面积 , 试 根 据 图 示 测 量 数 据 ( 单 位 :m)? 用 梯形 法 计算 其 断面 积 。 








图 44 习题 9 和 凤 


10 《水 和 藉 千 力 ) 酒 水 车 上 水 箱 是 
一 个 横 放 的 桶 圆柱 体 , 尺 寸 如 图 4-7 所 
示 , 当 水 箱 盛 满 水 时 ,计算 两 个 端面 所 


1.5mm 
受 的 压力 。 
2 4 11 《 迟 产 时 间 )? 某 公司 投资 2000 


万 元 建成 一 条 生产 线 。 投 产后 ,在 时 
刻 上 的 所 如 成 本 和 追加 益 分 别 为 
GD 一 5 十 20204《 百 万 元 /年 )， 电 0 人) 一 17 一世 2( 百 万 元 /年 )。 试 稀 定 该 生产 线 在 何 时 停产 
可 获 最 大 利润 ? 最 大 利润 是 密 少 ? 

12 (教堂 顶部 机 面 面 积 ) 某 个 阿拉 伯 国 家 有 一 座 著 名 的 人 骨 斯 兰 教堂 , 它 以 中 央 大 厅 的 
金色 巨大 拱 形 圈 项 名 震 退 偿 。 因 年 久 失 修 ,国王 下 令 将 教堂 顶部 重新 贴 金 箔 装饰 。 据 档案 
沁 载 ,大 打 的 顶部 形状 为 学 球面 ,其 半径 为 3om。 考 虑 到 可 能 的 损耗 和 其 他 技术 因素 ,实际 
用 量 将 会 比 教堂 顶部 面积 多 1.5%。 据 此 ,国王 的 财政 大 臣 拨 出 了 可 制造 5800m' 有 规定 厚 
度 人 金箔 的 黄金 。 建 筑 商 人 哈 桑 略 垦 数学 ,他 计算 了 一 下 ,觉得 黄金 会 有 公 余 。 于 是 ,他 以 较 
低 的 承包 价 得 到 了 这 项 装饰 工程 。 但 在 施工 前 的 测量 中 ,工程 师 发 现 教堂 项 部 实际 上 上 并非 
是 一 个 精确 的 半球 面 面 是 半 粒 球面 ,其 半 立 轴 恰 是 30m, 而 半 长 办 和 学 短 轩 分 别 是 30. 6m 
和 29. 6m。 这 一 来 哈 柔 犯 了 悉 ,他 担心 黄金 是 否 还 有 盈余 ? 甚至 可 能 短缺 。 最 后 的 结果 帘 
亮 如 何 呢 ? 


题 47 习题 上 图 


#4.7 补充 知识 : 变 步 长 积分 法 


1. 章 步 长 积分 法 

在 以 上 介绍 的 樟 形 法 中 ,划分 是 给 定 的 。 在 实际 应 用 中 ;等 分 数 = 柱 往 是 难以 确定 的 。 
下 面 介绍 变 步 长 榜 形 法 ,其 思路 为 ,对 于 给 定 的 精度 ,从 = = 1 开始 ,等 分 数 逐 次 加 倍 ? 一 2， 
4， 8，…, 直至 | Ti, 一 夏 1 到 es 为止, 一般 来 说 ,这 样 的 散 法 可 能 会 浪费 计算 量 ,幸运 的 是 ， 
Ja 与 工 有 如 下 递 推 关 系 
一 一 看 站 一 - 


Te = 冯 开 生 7(e 十 语 起 ) 


其 中 严 = 1 一 az M 困 数 trapz _vm 是 变 步 长 梯形 法 ,其 使 用 格式 为 


[t, nj] = trapz vvC fun ab， tol》 


tol 是 精度 ( 缺 省 值 le 一 4) 。 对 于 发 散 或 过 慢 收 化 ,设置 等 分 数 上 限 2" ,为 了 防止 假 收 敏 ( 见 
习题 6) 设 置 等 分 数 下 限 竺 。! 返回 积分 值 , 汪 返回 等 分 数 ， 
巡 M 画 数 trapz wm 
Eunction [ 士 ,nj] = trapz YE name，Ba b，tcl》 
if nargintd4. tol = ie 一 4 engd 
下 aa = teval(E mame， 到 )# bp = feval(E memey， bp 
PP=b-ai 二 =h*frfta+Efb)/2it0O= 七 十 2*tols 
minpt=2” 5 maxpt=2” 30; n=1; 
Wbilefabstt 一 上 0)>tol & mtmaxpty| nmintt， 
t0 = 七 | 天 = 《BThA2) hpbi 工 = ftevaltE Panme，X) 
七 = 七 +Thx*suntftyy 十 = 上 2 h=hbr2rn=27n 
End 
让 my = maxpt，warning( IEeration exceeds 1 imit end 
2. 广义 积分 数值 计算 
广 六 积分 数值 求解 是 一 个 较 闲 难 的 问题 ,通常 数值 积分 方法 都 不 适用 。 
《1) 无 界 广 义 积分 ,如 


了 二 | expfsinz 一 zx2/]100)dz 


若 先 写 一 个 M 函数 fun. m 


Eunetion YY= funCx) 

Y= expftsinfx)y 一 区 ”27100)1 
再 用 命令 
》quadB( "Eun ，- inE，int); 


结果 为 NaN。 为 能 正确 求解 ,考虑 到 


了 一 im| expfsin 并 一 避 7 100)7dz 
-ed 一 N 


但 问题 是 N 取 多 大 ? 比如 用 


》quad8k'fun ,1e+10，le+10) 

结果 得 一 个 明显 错误 的 大 数 。 正 确 方 法 是 , 先 取 一 适当 大 的 N( 如 10》, 计 算 一 个 了 值 ; 然 后 
将 N 以 一 适当 倍数 5 如 2) 增 加 计算 出 新 的 了 值 , 直 至 前 后 两 次 差异 小 于 给 定 精度 为 止 。 
》elearyn=1l0orr=2ie=le-4it0=infi tl = quad8fk fun' ， 一 ny m) 

wbile absft0 -tlyye,t0=tlyn=nxritl=guadef fun ，~Dy nend 


计算 得 22. 4404。 


《2) 奇 点 积分 ,如 
了 二 1 可 了 
nnVzKexp(r) 十 1 

先 写 一 个 M 函数 fun. m 

function = FanfX》 

立 =1./(sgzk(x).*(〔(expfxy 十 1))3 
再 用 命令 
》guad8(' fun ，0，11) 
得 结果 Inf( 显 然 不 对 ,因为 积分 收 侣 ) 
》quaa8(' fun ，1le-5，1)，quadBt'fun'， le 210，1) 
得 0. 8362 和 1.6861, 系 统 警 告 结 论 不 可 和 车, 哪个 正确 ? 


较 可 靠 的 方法 是 使 用 指数 变换 
一 1 十 tanh(z)y exbp(g) 
2 eXPTYz) 十 exb 一 沁 ) 
化 为 无 界 积 分 


然后 用 无 界 积分 的 方法 得 0. 8389。 
注 ，Symbolic 命 池 int 可 求 广 闵 积 分 。 
》syYmns xz7= int(expfsinx) 一 K”27100)，- intf，int)i vbatyY，5) 
ans 一 
22. 440 
》sYmSs Xi = intfIASqrt(XyAexpftxy 寺 1)，0，1)7 vbafCy，5) 
as 一 
.83896 
3. 扑 充 习题 
13 用 变 步 长 梯形 法 解 第 6 题 , 使 精度 达到 le 一 5。 
14 计算 广义 积分 
『 exP( 一 开 ?dr， | tankz dv ， 上 EXP( 2 dz 
-om 证 到 和 a 


了 
瑟 1 工 一 工 





实验 五 ”导弹 系统 的 改进 ”微分 方程 


本 实验 中 我 们 学 习 常 微分 方程 (组 ?数值 求解 Euler 法 和 MATLAB 有 关 求解 常 微分 方 
程 ( 组 ) 的 命令 。 介 绍 导 弹 系 统 改 进 和 产品 销售 量 笔 几 个 实际 问题 的 微分 方程 建 模 及 求解 方 
法 。 补 充 知 识 介绍 了 四 前 Runge-Kutta 法 .数值 稳定 性 和 微分 方程 的 稳定 性 理论 等 。 


$s.1 引 例 :导弹 系统 的 改进 


海军 方面 要 求 改 进 现 有 的 舰 对 舰 导弹 系统 。 目 前 的 电子 系统 能 迅速 测 出 收 舰 的 种 类 、 
位 置 以 发 天 舰 行驶 速度 和 方向 , 且 导 弹 自动 制导 系统 能 保证 在 发 射 后 任 一 时 刻 都 能 对 准 目 
标 。 根 据 情报 ,这 种 敌 舰 能 在 我 军舰 发 射 导弹 后 了 小 时 作 轴 反应 并 摧毁 导弹 。 现 在 要 求 改 
进 电 子 导弹 系统 使 之 能 自 田 计算 出 敢 舰 是 否 在 有 效 打 击 范围 之 内 。 

如 图 5-1 所 示 , 设 我 舰 发 射 导 弹 时 位 置 在 坐 








标 原点 , 敌 舰 在 工 轴 正 向 .ka 处 ,其 行驶 速度 
为 afkmAh) ,方向 与 之 轴 夹 间 为 , 导弹 水 平 发 7 
行 线 速 度 5(km/h) 。 问 题 的 关键 是 求 出 导弹 击  。 
中 艇 舰 的 时 间 。 4 
设 上 上 时刻 导 弹 位 置 为 (zt，y(t)， 那 么 3 
古林 -，“，， 


有 上 2 3 的 人 0 人 
辽 


匮 S1 异 弹 攻 击 示意 图 


易 知 上 寺 刻 敬 舰 位 置 为 (十 避 cosg，arsing)， 为 
了 保持 对 准 目 标 ,导弹 轨迹 切线 方向 应 为 


由 yy _， 全 Sin 他 一 人 K 扫 《5. 27 
dr 如 十 好 cosd 一 式 ( 丘 





由 55. 1) 式 (5.2) 式 得 下 列 微分 方程 








dz 已 所 《5. 3) 
二 


V 1 十 (全 ) V IT 人 全 ) 


dy 6 - < 
Ji+( 显 ) 二 (2 过 二 二) 





《5. 4》 








初始 条 件 zt(0) = 0，y(0) = 0。 对 于 给 定 的 e, 六 g， 8 进行 计算 。 当 zx( 纪 满足 


Ts 《5. 8) 
一 全 一 


则 认为 已 击 中 目标 。 如 果 ;< T, 则 敌 舰 在 打击 范围 内 ,可 以 发 射 。 
5s,2 数学 理论 复习 :常数 分 方程 


1、 柚 分 方程 的 程 伦 

未 知 的 函数 以 及 它 的 某 些 阶 的 导数 连同 自 变 量 都 由 一 已 知 方程 联系 在 一 起 的 方程 称 为 
微 分 方程 。 如 果 末 知 函 数 是 一 元 函数 , 称 为 常 微 分 方程 。 如 果 未 知 函 数 是 多 元 函数 , 称 为 仿 
机 分 方程 ， 联 系 一 些 未 知 函 数 的 一 组 微分 方程 称 为 微分 方程 组 。 微 分 方程 中 出 现 的 未 知 函 
数 的 导数 的 最 高 阶 数 称 为 微 分 方程 的 阶 。 若 方程 中 未 知 函 数 及 甚 各 阶 导 数 都 是 一 次 的 , 称 
为 钱 性 常 笛 分 方程 ,一 舰 表示 为 





3 十 本 (3 十 全 十 2 十 ai 人 的 一 相交 《5.6) 
若 (5， 6) 式 系数 人 《六 全 一 ]， 2， 四 好 ) 均 与 无 美 , 称 之 为 常 系数 (或 定常 .自治 .时 不 
变 ) 的 。 
2， 初等 积分 法 
有 些微 分 方程 可 直接 通过 积分 求解 。 例 如 ,一 阶 常 系数 线性 常 微 分 方程 
y 一 ay+5 (Ca 天 0) 《5. 7 
可 化 为 
dy 
了 十 5 一 ( 仁 5. 六 》 


两 边 积 分 可 得 通 解 y( 妇 为 
3 一 Cexbfat) 一 杂记 (5, 9) 


其 中 C 为 任意 常数 。 有 些 常 微分 方程 可 用 一 些 技巧 (如 分 高 变量 法 .积分 因子 法 .常数 变易 
法 、. 降 阶 法 等 ) 化 为 可 积分 的 方程 而 求 得 显 式 解 。 

3， 常 系数 线性 格 分 方程 

线性 常 微分 方程 的 解 满足 晋 加 性 原理 ,从 而 它 的 求解 可 归结 为 求 一 个 等 解 和 相应 齐 次 
微分 方程 的 解 。 一 阶 变 系 数 线性 常 微 分 方程 总 可 用 这 一 思路 求 得 显 式 解 。 高 阶 线性 常 系 数 
微分 方程 可 用 特征 根 法 求 得 相应 齐 次 微分 方程 的 基本 解 ,再 用 常数 变易 法 求 特 解 。 

例 1 求 字 十 0.2z7 十 3.92xz 一 0 的 通 解 。 


解 : 特征 方程 为 
驻 十 0.2 十 3.92 一 0 


》rootsKfE1 0.2 3.92]) 
求 得 共 罗 复 模 一 0.1 十 1.9774i， 从 而 通 解 为 
(的 二 凡 erotcos(1.9774t) 十 了 esing1.97741) 


其 中 4, 召 为 任意 常数 。 
一 阶 常 微分 方程 组 与 高 阶 常 微分 方程 可 以 互 化 ,已 给 一 个 =” 阶 方程 


3 一 Fo 《5. 10) 


一 - 7 -- 


设 六 一 3 一 了 一 人 4 《9。 10) 化 为 一 阶 方程 组 


号 JJ 
3 一 基 

《5.]1) 
Ji 一 J 


一 让 1 本 
反 过 来 ,在 许多 情况 下 ,一 前 微分 方程 组 也 可 化 为 高 阶 方程 。 所 以 一 阶 常 微分 方程 组 与 高 阶 
常 微 分 方程 的 理论 与 方法 在 很 多 方面 是 相通 的 。 一 和 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 也 可 用 特征 根 
法 求解 . 


4#Ss,3 微分 方程 微 值 解法 ;Euler 法 


除 常 系数 线性 微分 方程 可 用 特征 根 法 求解 ,少数 特殊 方程 可 用 初等 积分 法 求解 外 ,大 部 
分 徽 分 方程 无 显 式 解 ,应 用 中 主要 依靠 数值 解法 。 考虑 一 阶 常 微分 方程 组 初 值 问题 


二 区 < 
4 一 3 
其 中 ?了 一人 yo oo 7 一 (太一 (yy ye) 所谓 数值 
解法 ,就 是 寻求 解 (9 在 一 系列 离散 节点 和 雪 南 过 挟 二 过 太 上 的 近似 值 冯 (一 0， 
1 …，m)。 称 太一 i: 一 去 为 步 长 ,通常 取 为 常量 上 。 最 简单 的 数值 解法 是 Euler 法 。 
Euler 法 的 思路 极其 简单 :在 节点 处 用 差 商 近似 代替 导数 


《5. 12) 


下 一 中 ) 
VC se 2 上 


这 样 导 出 计算 公式 ( 称 为 Euler 格式 》 


3rl 一 逢 十 玉 交 ON， 一 0 1 2 《5, 13) 


它 能 求解 各 种 形式 的 微分 方程 。Euler 法 也 称 折 线 法 。 
M 函数 euler, m 给 出 定 步 长 Euter 法 计算 程序 ,其 使 用 格式 为 


[tout ，Yout] = eulerf'ypfun' ,tspan，Y0，h) 


这 星 字符 串 ypfun 是 用 钠 表示 . 疙 2， ?的 M 文件 名 ,tspan 一 [5，, 乡 ] 表示 自 变 量 初 值 m 和 
终 值 5 ，y0 表示 初 值 向 量 ,hh 是 步 长 得 出 列 向 量 tout 表示 节点 (三 ， 主 ，…， 志 ,输出 
矩阵 yout 表示 数值 解 ,每 一 列 对 应 y 的 一 个 分 县。 
听 M 了 教 euler.m 

function ftout，yout] = eulerkypfun，tspan，Y0，hb) 

七 = 七 Spang1) :hitspan(2)5 YY: 1)》=YO5 Di 

for = 工 :1engthtt) 一 1， 

Yi i+17=Y:，i+heferal(ypfuny tiy，yC:，I))5 


enG[ 
tout = 十"; YOU = 了 
人 鲍 2 解 方程 


?一 3 一 2t13y，3(0) 一 1 0<i 忆 1 (5s. 141 


其 准确 解 为 y 一 IT 十 移 。 先 写 M 郑 教 eg5 2fun. m 

锥 M 函数 eg5 2fun. tm 

function 工 = funm(t，Y7) 

王 = 了 一 2 七 .YY 

二 = 下 铬 保证 于 为 一 个 列 向 量 
再 在 命令 窗口 用 
少 CTIeari CIoSse il 士 =0:0.1:1; 
少 下 二 SGE 上 11 十 2 七) 和 Bottt，7)， hold oni 
》[t， 史 = eulerk eg5 2fun' ，[0，1]，1，0.1);， plot(t，y， 拭 .7 
》iegena( "准确 解 ",'Euler 法 入， 

Eufier 法 只 有 一 阶 精度 , 政 进 方法 有 二 阶 Runge Kuatta 法 、 四 阶 Runge Kutta 法 、 五 阶 
Runge-KuttarFelhberg 法 和 线 人 性 多 步 法 等 。 根 据 (5. 10) 式 到 (5. 11) 式 的 转化 ,这 些 方法 可 
用 于 解 高 叭 常 微分 方程 (组 ? 初 值 问题 。 边 值 问题 采用 不 同方 法 ,如 差分 法 有限 元 法 等 ( 参 
见 文 献 [9j)。 数 值 算法 的 主要 缺点 是 它 缺 乏 牺 理解 释 。 


&$s.4 解 微分 方 微 的 MATLAB 命令 


DOde23 二 .三 阶 Runge-Kutta 法 } ode15s 一 性 方程 组 解法 ; 
Qde45 办、 五 阶 Runge-Kutta 法 ; dsolve 符号 解析 解 。 
1， 数值 角 










[Lteut，Yyout] = ode45( 3primne' ，tspan，720) 
这 宇 字 符 串 Yprime 是 用 以 表示 大 罗 妨 的 M 文件 名 ,tspan 一 [ty 好] 表示 自 变 量 初 
值 5 各 终 值 疾 , y0 表示 宁 值 向 量 mw 。 输 出 列 向 量 tout 表示 节点 (5 ， 二 ，…， 癌 并, 输 
出 矩阵 Yout 表示 数值 解 ,每 一 列 对 应 ? 的 一 个 分 量 。 若 无 输出 参数 , 则 自动 作出 图 
形 。 





ode45 是 最 常用 的 求解 油分 方程 的 俞 令 。 它 采用 变 步 长 辐 阶 Range-Kutta 法 积 五 阶 
Runge-Kutta-Felhberg 法 ,对 于 刚性 方程 组 不 宜 有 果 用 。oede23 与 ode45 类 似 , 只 是 精度 低 一 
些 。 为 求解 例 2 
》[t， 们 = ode45('eg5 2fun'，[0，1，1); plot(t，Y， 9 1 
》heozld 已 下; 

2、 符 号 抽 分 方程 解析 角 





s = dsolyef 方程 1 ,方程 2 初始 条 件 ] ,初始 条 件 2 ,…，' 自 变量 。 
均 用 字符 串 方式 表示 , 自 变 量 缺 省 值 为 +。 

导数 用 D 表示 ,2 阶 导数 用 D2 麦 示 ,以 此 类 推 。 

s 返回 解析 解 。 方 程 组 情形 ,s 为 一 个 符 导 结 构 。 





例 3 (1) 求 了 一 凡 十 训 的 通 解 ; 

〈2) 求解 例 2; 

(3) 高 阶 方程 多 一 cosf2r) 一 y，3y0) 一 1，y(0) 一 0 

(4) 廊 程 组 疡 一 了 TS 一 一 了 十 g， 扩 0) 一 1，g(0) 一 2 
》8 = dsolve('D7Y=ary+D) 





< 一 
【一 十 exbfa tt) 1 )7a 

》dsolvef'DY =1-2*t/7y ，Y(O)7 =T) 

2TS 二 

《2 t 十 1》、 《1727 

》s = deolvef'D27 = cos(2*x) - 员 ，7(07=1 ，DYy(0)=0，x)，sinmplify(s) 
BiS 二 

-2/3*cosfx) “2+173+4737 costX) 

》S = dselvef'Df =+g，Dg= -ff+g，f(0) =1，g(0)=2)5 

》5S.E，S3.g 中 S 是 一 个 结构 

鱼 记 后 一 


exPLt) "cosft》 十 2” expCUD singt 


员 刀 有 一 
一 exP(t sinft)? 十 2” expkt? ”coskt 
3-. 刚性 方程 组 解法 
刚性 方程 组 解法 cdel5s 使 用 格式 同 ede45。 
例 4 
说 一 :0.0 一 99.99ys， 30) 一 2 5 1) 
押 一 一 100y。， 3 人 0) 一 1 


上 %M 函数 eg5 _ 4fun, mm 

functicn 上 = Eunft，77》 
E=[-0.01 -99.9940 一 100] 了; 
王 = 下) 


车 用 eae45 来 解 

clear; elosei [t，y] = ode45('eg5 _ 4fun ，[0，10]1，[2， 1]); 

》pJlotft，; text(1，1.1，'Y1 5 text(1，0.1， 2 

给 人 的 感觉 似乎 是 , 六 始终 大 于 0. 5( 图 5-2(al)。 和 使用 dsolve 可 知 解析 解 一 
exp{ 一 0. 01 间 十 exp( 一 100 交 ，o 一 exp( 一 1000)。 所 以 :一 9， 两 个 分 量 均一 0。 伺 和 关 下 际 


极 快 ,ye(0.1) < 0.00013 而 2 下 降 很 慢 ,， mm (400) = 0.0183 (图 5-2(b))。 若 用 


2 2 

二 贡 
二] 必 

外 中 
_ | 
050 0 100 2 的 300 400 


【37 《by 


图 S-2 峭 性 方程 组 
(0<i< 0 bb0<e<400 


少 [上 t，Y] = oded45("eg5 4fun' ，0，400，[2，1]】); 
少 上 上 Step = Lengthftt)》，minh = 让 in CEKt))，maoxh = maxfditfFrt) 7) 
tstepD 一 
4826 上 
hiinh 一 
5. 0238e 一 004 
Taxh 一 
4. 0102 
可 见 计算 太 慢 , 需 48261 步 才能 达到 400。 一 方 而 ,由 于 y% 下 降 太 快 , 为 了 保证 数值 稳定 
性 ( 见 补充 知识 ) , 步 长 产 需 足够 小 ; 另 一 方 而 ,由 于 下 降 太 慢 , 为 了 反映 解 的 完整 性 ,时 间 
区 泌 需 是 够 长 ,这 就 造成 计算 量 太 大 。 这 类 方 很 组 称 为 刚性 方 稳 组 成 痛 意 方程 组 。oaed45 
不 着 用 于 病态 方程 组 ,下 而 我 们 用 odel15s 法 求解 。 
》[t, Y] = ode15s{ eg5 _ dfun ，[0，400]，[2，1] 3 
》plottt，7Y)， textt100， 0 5， "71 71 text(1I，0.1，'72 7 
少 ]engthtft) ，mingditE(Kt)) ，maxKciE( 七 )) 
可 见 只 需 92 步 , 最 大 砂 长 为 32。 速 度 快 了 约 500 倍 。 


#s.s 实验 例题 


例 5 【导弹 系 绩 改进 ) 在 引 主导 弹 系 统 中 设 4 一 90krmyh, tp 王 4S0kmyh, 了 一 0 1h. 现 


要 求 4, 9 的 有 效 范 围 。 
解 ， 有 两 个 极端 情形 容易 算出 。 著 日 = 0, 即 巩 舰 正 好 背 向 行驶, 即 z 轴 正 向 。 那 么 时 


弹 真 线 飞 行 , 击 中 时 间 
一 号 一 如 < 于 人 
得 了 = TG 一 a) = 36km。 车 = rm, 即 迎 而 驶 来 , 英 伏 有 了 一 Ta 十 纪 = 54km。 一 般 地 ， 


应 有 36< 了 <54， 
(1)》 在 线 算法 “对 于 测定 的 忌 和 8, 可 用 55.3) 式 (5.4) 式 计算 出 +。 比如 台 = 50， 


0 一 号 , 写 M 函数 eg5_5fun.m, 为 了 防止 分 母 为 0, 加 一 个 小 正 数 le 一 8。 


呈 M 函数 eg5 _ 5fum 
tuncticn dy = eg5 5ftuntt，Y) 
9Lobpal Bab dthetay 
dydx = 【absfa*t* Sinftheta) -2)) + 1e 一 B)7... 
《abs(d+artr*eos(Ctheta)y 一 YL))+1le 一 874 
dy(1) = bl1+dydr 2) 0.5# 
dy(2) =BAL+dydr (一 2 “0.5 叹 =d7(0 3 
在 命令 和 窗口 热 行 
加 妈 LeaBIy C1DSeB; 
少林 1Dbal 己 卫 台 上 hetay 
3a=901Db=450; d=505 theta = Pir2y 
》[t。、 四 = ede45( eg5 5fun' ，[0，0.1]，[0 0])， 
沪 PIot(CYC: 17，YK3y， 2 
和 maXfSCi， 1) 一 巡 一 B 七 *Ceskthetay) 
ans 一 
一 5.7410 
由 于 在 工 小 时 内 :(5. 5) 式 不 成 立 ,所 以 敌 舰 不 在 有 效 打击 范围 ,应 等 近 一 些 再 发 射 。 
(2》 离线 算法 ”首先 对 于 所 有 可 能 的 民 和 2, 计算 击 中 所 需 时 间 , 从 而 对 不 同 纹 得 < 的 
临界 值 。 具 体 应 用 时 直接 查 表 判断 。 编 写 M 脚本 文件 eg5 _5.m 
名 M 和 肝 本 eg5 5 
人 LIeBIT3i 六 1OSei 
Global 己 b 工 thetai 
a=90; b=4504; d=50; theta = pi/24 
工 = 13 
for d=54: -1:36 
Eor theta=0:0.1:pPi， 
[t, ?7] = ode45f'eg5 5ftun ，L0， 0.1]，[00])， 
证 maxf(y(:;，1) 一 贡 - a*t* cosftheta)) 70， 
trangeti，:) =[d， theta]; 斌 = 工 +15 breakf 
endi endy end 
tigurey 
Blotfranget : ，1)，Tangerk:，2] 5 
xlabel('d');， ylLabelC'theta') 
运行 得 临 办 曲线 。 
图 5-3 中 ,曲线 上 方 为 打击 范围 。 由 于 9 一 1.57, 4 一 350 在 曲线 下 方 , 这 样 即 可 知 不 在 打击 
范围 内 。 在 线 算 法 灵活 容易 调整 参数 和 模型 ,但 速度 民 。 高 线 算法 事先 计算 好 ,实时 使 用 查 


询 方式 ,不 需 计 算 , 速度 极 快 。 


. 例 6 产品 前 销售 量 ) 电 饭 锅 这 一 类 的 家 
庭 主妇 购买 的 商品 实物 广告 的 效果 是 狠 大 的 。 
经 调查 发 现 , 电 饭 锅 销售 增长 速度 与 当时 的 销 
量 成 正比 。 现 在 我 们 来 建立 一 个 数学 模型 以 顶 
浏 销量 。 设 xz 表示 上 时 记 的 销量 ,那么 


dr 
下 上 (5. 16) 














0 有 有 有 点 引 4 其 中 必 为 比例 常数 ,容易 求 得 解 为 
图 53 导弹 的 有 效 打击 范围 开 () 一 OBE (5. 17》 


这 里 z 为 初始 时 刻 刀 的 销量 。 当 并 > 0， xb 随 + 增 长 而 指数 状 吉 炸 式 增长 ,这 对 于 销售 
初期 可 以 试 为 是 人 台 适 的 。 设 太 二 0 (年 ,ro 一 1 万 人 台 ) ,一 0.9( 年 17, 可 用 下 列 命令 作 
出 6 年 内 电 饭 负 销量 预测 图 形 

》elosei fplot('exp(0.9*x) ， [0，6]) 

但 这 一 模型 是 在 市 场 容量 无 跟 的 假设 下 取得 , 当 上 一 ce 时 ,，zCb 一 ce， 可 见 (5.16) 式 用 于 
长 期 预报 显然 征 荒 唐 的 。 为 了 考虑 市 场 容量 的 限制 , 设 z。 为 全 部 需要 量 ,那么 销售 速度 与 
当时 的 淮 在 需要 量 (z. 一 z) 成 下 比 。 从 而 得 


-一 ACTe 一 区 ) 《5. 8) 


其 中 为 比例 常数 。 可 用 dsolve 

》dscolvet Dx = arxx*(xl 一 xz) .ftO) = x0 

员 有 一 

XILT 二 exXBL 一 己 *X 七) ”exXBKa ”xl 七 0 (XL 一 X0)7x0》 
解 得 





(9 二 - 二 《5. 197) 
1 十 (至 一 1 jexp( 一 zw 一 zD)) 


设 页 一 0( 年 )，m 一 1 (万 台 )，zr。 = 100{( 万 台 ) 4 一 0.01 (年 方 台 -  )》, 可 用 下 列 命令 
作出 8 年 内 电 狐 锅 销 量 预 测 图 形 

yheld on; fplott'1007(: +99* exp( -0.01*100*x)) ，[0，8]) 

可 见 短期 预报 二 者 相近 ,但 作为 中 长 期 预报 ,(5. 18? 式 较 (5. 16) 式 合理 。 当 然 (5. 18) 式 也 有 
不 尽 合理 之 处 ,比如 之 -难以 确定 ,未 考虑 产品 更 新 换代 等 。 


$5.6 实验 习题 


1 用 difft 直接 验证 (5.17) 式 .(5. 19) 式 分 别 为 (5. 15? 式 (5. 18) 式 的 解 。 
2 分 别 用 Euler 法 ( 取 玉 一 0.1)》 和 ode45 解 下 列 微分 方程 并 与 解析 解 比较 
(1 光一 并 十 3 30 一 0< 工 所 3 

(2 交 一 0.D1 人 yy 生 二 27 一 sin(D， WO 一 0 一 10<E<5 


3 ， 求 一 通过 原点 的 曲线 , 它 在 (z， 妇 处 的 切线 斜率 等 于 2zr 十 Y。 
4 试 求解 
”一 CT 十 忆 ，z(0] 一 dp 

并 分 别 对 a，5，z 取 正 负 值 的 & 种 不 同情 况 , 讨 论 解 曲线 的 单调 性 及 :一 co 时 的 行为 。 用 
MATLAB 画 出 解 曲线 图 形 。 将 它们 合理 分 类 。 

5 (温度 过 程 ) 夏 天 把 开 有 空调 的 室内 一 支 读 数 为 ?20Y 的 刘 度 计 放 到 户外 ,10 分 钟 后 
读数 为 25. 2"C ,再 过 10 分 钟 后 读数 为 28. 32'C 。 建 立 一 个 较 合理 的 模型 来 推算 户外 温度 。 

6 《〔 广 告 艾 应 ) 某 公司 生产 一 种 耐用 消费 品 ,市 场 占 有 率 为 5 站 时 开始 做 广 告 , 一 段 时 
闻 的 市 场 眼 踪 调 查 后 ,该 公司 发 现 :单位 时 间 内 购买 人 口 百分比 的 相对 增长 率 与 当时 还 没有 
买 的 百分比 成 正比 , 且 佑 得 此 比例 系数 为 0.5。 

(1i) 建立 该 问题 的 数学 模型 ,并 求 其 数值 解 ; 

《2) 厂家 问 ;要 散 多 少时 间 广 告 ,可 使 市 场 购买 率 达 到 80 史 ? 

?7 《〈 种 瘤 生 甘 ) 肿 瘤 大 小 六 生 长 的 速率 与 了 的 a 次 方 成 正比 ,其 中 4 为 形状 参数 ,0 迄 
a 所 1) 而 其 比例 系数 其 随时 间 减 小 , 减 小 速率 又 与 当时 的 其 值 成 正比 ,比例 系数 为 环境 参 
数 上 设 某 肿 装 参数 ea = 1,5 = 0. 1, 天 的 初始 值 为 2,Y 的 初始 值 为 1。 问 

(1) 此 肿瘤 生长 不 会 超过 多 大 ? 

(2) 过 多 长 时 间 肿 瘤 大 小 翻 一 倍 ? 

(3) 和 何 时 肺 瘤 生长 速率 由 递增 转 为 递减 ? 

(4) 若 参 数 a 一 273 昵 ? 

8 (CRLC 电 路 ) 在 RLC 含 湿 联 电路 中 ,电动 势 为 下 的 电 温 对 电容 器 C 充电 。 已 知 电 
阻 民 = 10000, 电感 工 一 0.1Hn CC 一 0.28F, 瑟 一 20V， 试 求全 上 开关 其 后 的 电压 zwrtbo。 

9 《〈 生 态 系统 的 所 荡 现 象 ) 第 一 次 世界 大 战 中 ,因为 战争 很 少 捕 鱼 ,按理 战 后 应 能 捕 到 
很 多 的 鱼 才 是 。 可 是 大 战 后 ,在 地 中 海 却 捕 不 到 葡 鱼 ,因而 渔民 大 了 惑 不 解 。 

令 交 为 鱼 邹 的 数量 ,zs 为 警 鱼 的 数量 ,为 时 间 。 微 分 方程 为 

dz 


-一 TI【(G1 一 下 江 2 


仁 

dz 

企 
式 中 CGI， zz， 站， 避 都 是 正常 数 ， 第 一 式 鱼 卯 1 的 增长 速度 大 体 上 与 | 成 正比 , 即 按 位 1] 光 ] 
速率 增加 ,而 被 向 鱼 吃 掉 的 部 分 按 中 z 到 的 速率 减少 :第 二 式 中 警 鱼 的 增长 速度 由 于 生存 
竞争 的 自然 死亡 或 互相 咬 食 按 ozzs 的 速率 减少 ,但 又 根据 鱼饵 的 量 的 变化 锭 请 zza 的 速 
率 增加 。 对 四 一 3, 币 一 2 oa 一 2.5, 甸 一 (9 一 妆 (0 一 1 求解 。 画 出 解 曲线 图 和 
相 轨 钱 图 , 避 以 观察 到 鱼饵 和 芍 鱼 数量 的 周期 振 费 现象 。 


《5.207 


一 一 了 akeas 一 paT1D) 


$Ss.7 补充 知识 :稳定 性 


1，Runge-Knatta 法 
由 于 Euler 法 对 [aa] 上 YY 的 平均 斜率 区 ”一 《3yCta) 一 Ya) 关公 用 在 端 点 六 
的 任 率 作 近 似 , 精 度 较 低 。Runge -Kutta 法 利用 [，#n]] 上 多 点 斜率 的 加 权 平 均 作 兵 ' 的 
* 一 77 一 


近似 。 从 而 大 大 提高 了 计算 精度 。 四 阶 Runge-KEutta 格式 为 


下 
ya 近 3np 十 于 《R 十 2 并。 十 2 天 3 十 天 1) 
玉 1 一 ty 人 


四 古 
KR 一 A( 六 十 于 ， 因 十 到 民 (5. 21) 


__ 看 下 
一 (十 到 ,六 十 到 开 
下 4 一 让 十 页 ， yn 十 中外 3) 


它 具 有 四 阶 收敛 精度 

2. 数值 算法 稳定 性 

上 述 提 到 收 敏 精 度 是 单 步 意义 上 的 ,计算 中 还 涉及 到 误差 的 传播 司 题 。 不 适当 的 步 长 
可 能 导致 计算 误差 恶性 发 展 而 使 计算 失败 ,这 种 现象 称 为 数值 不 稳定 。 考 虑 一 阶 方程 


宁 一 17，YC0) 一 ] 《5, 22) 


其 中 1<0. 从 而 它 的 解 y() 一 expb(xz) 悟 正 且 渐 近 稳 定 。 现 取 步 长 严 用 Euler 法 65. 13) 式 


求解 
JE 一 《1 十 驮 ) 站 


当 j 关 < 一 1 时 ,数值 解 正确 反映 了 解 函数 性 质 ! 当 一 1 人 <A < 一 2 人 时 ,数值 解 仍 稳定 但 发 
生 振 蔓 : 当 疡 > 一 2 时 ,数值 解 不 稳定 且 振 蔓 趋 于 无 穿 。 一 般 地 ,对 一 阶 方 程 组 


一 Ay 十 看 《5. 23) 


Euier 法 数值 稳定 性 条 件 为 11 十 太 "一 1, 其 中 为 A 的 任意 特征 值 。 四 阶 Runge-Kutta 法 
数值 稳定 性 条 件 稍 宽 但 基本 处 于 周一 数量 级 。 

3.， 常 微分 方程 解 的 稳定 性 

考虑 一 阶 常 微分 方程 初 值 问 题 


3 一 7 ， 2 可 
所 有 一 3 


称 (5. 24? 式 的 特 解 9D 是 稳定 的 , 若 对 Ye>>0 存 在 人 > 0D, 德 当 | 加 一 ?|<3 时 ,以 加 
为 万 值 的 解 满 足 | y 昌 一 2 st 若 还 有 | 光芒 一 红 区 10 cc， 称 红 切 是 
渐 近 稳定 的 ， 稳 定性 表明 初 值 wm 的 小 扰动 不 会 对 解 产 生 明 显影 响 。 微 分 方程 描述 的 运动 
的 轨 线 密切 依赖 于 初 值 , 而 初 值 的 计算 或 测定 实际 上 不 可 避免 地 出 现 误 差 和 干扰, 如 果 描 述 
运动 的 微分 方程 的 特 解 是 不 稳定 的 , 初 值 的 微小 误差 或 于 扰 , 将 招致 “ 差 之 毫 厘 , 订 以 于 里 ” 
的 严重 后 果 , 因 此 不 稳定 的 特 解 不 宜 作 为 设计 的 依据 :反之 ,稳定 的 特 解 才 是 我 们 最 感 兴 
趣 的 。 
例 7 考虑 下 列 方程 


《5, 24》 


区 一 y 一 史 (5. 25) 
它 有 两 个 常数 特 解 ( 称 为 驻 定 解 或 奇 点 ) y 昌 拓 0 和 3 二 1。 现 在 我 们 用 数值 解 模拟 初 什 


小 扰动 的 影响 , 
解 ; 先 写 M 函 教 sg5 _7fun.m, 再 用 M 文件 eg5 7,mm 作出 在 驻 定 解 附 近 的 解 。 结 果 
表明 xb 兰 0 不 稳定 ,而 y( 妇 振 1 稳定 。 
5%%M 也 数 eg5 7fun. m 
functionf = eg5 7 了 7funtt，Y7) 
E=Y 一 Y- 2i 上 =EC:)# 
狼 M 文件 eg5 7.mm 
cleary Closery Y0=0.0lyh=0.2: 
for 鞋 = 二 :各 
[t，Y] = ode45( "eg5 7fun  ，[0，10]，Y0)， 
Bletft，Y7)i hold enr yYO0=Y0+ht 
end 
事实 上 ,用 Symbolic 命令 求解 
》dsolvef DY = 了 Y-Y”2，7(0)=B) 
ans 一 


1 六 一 1 一 exB( 一 引 ” 人 一 a)7a) 


可 得 3 = 一 一 一 一 , 所 以 >(0 ~ 
工 


十 (均一 1)je- 图 5-4 解 的 徊 定性 
Jp 
10 -> co 如 图 5-4 所 示 。 这 与 上 述 图 形 描述 一 致 。 


对 于 (5. 24) 式 的 特 解 Yi , 令 xz 的 一 站 一 史 六， 那么 工 ( 罗 满足 方程 
站 一 丰 人 (5 下) ft > z 【5。 26) 


其 中 gt zz) 一 F6 妨 一 Ai 9 ， 显 然 旨 Ci， 0) = 0, 且 与 2 对 应 的 特 解 为 一 0, 从 而 稳 
定性 问题 总 可 归结 为 对 于 零 解 的 稳定 性 问题 。 如 对 (5. 25) 式 , 特 解 >( 妇 皇 1 的 稳定 性 与 下 
述 方程 的 零 解 稳定 性 等 价 。 








衬 
一 一 王 一 全 


对 于 一 阶 常 系数 线性 微分 方程 组 (5. 23) 。 若 4 的 特征 值 都 具有 负 实 部 ,(5. 23) 式 的 三 
定 解 是 稳定 的 ;而 当 A 有 一 个 特征 值 具有 正 实 部 ,(5. 23) 式 的 驻 定 解 是 不 稳定 的 。 非 线性 
方程 稳定 性 分 析 较 困难 , 某 些 非 线性 方程 可 用 局 部 线性 化 稳定 性 分 析 方 法 , 较 一 般 方法 是 
Lyapunov 直接 法 (参见 文献 [8]) 。 

4， 动 力 系统 的 渐 近 性 态 

若 微分 方程 组 的 右 端 不 显 含 +, 即 


六 一 Fy) 《5. 27) 


册 称 为 自治 方程 组 或 驻 定 方程 组 。 自 治 方程 组 的 解 在 相 空 间 的 儿 何 表示 为 相 轴线 ,也 称 动 
力 系 统 。 特 别 地 , 称 相 空 间 中 使 所 y) = 0 的 点 为 音 点 。 线 性 动力 系统 5. 7) 式 的 渐 近 性 态 
较为 简单 , 旦 一 般 与 初 值 无 关 :(i) 当 4 的 特征 值 均 具 有 负 实 部 , 趋 于 奇 点 ;(ii) 当 4 有 正 实 
部 的 特征 值 , 趋 于 =o; 否 则 (ii) 当 A 的 特征 值 均 具 有 非 正 实 部 , 趋 于 周期 解 。 非 线性 动力 系 


统 的 渐 近 性 态 ,一 般 与 初 值 有 关 , 且 会 出 现 各 种 复杂 的 渐 近 性 态 。 
一 -一 7 参 -一 


《1)》( 奇 点 (0， 0 一 一 9 一 如， 光一 二 一 昂 
functien 三 = funkt，7) 
ff1)= -YY(2) 一 YL)、 32)=YCL 一 YC2) 35E=EC)3 
》elosei [t, 7Y] = ode45( fun' ，[0，1000]，[0.90.6])3 
》plotfyfr，1)， YY:，27)3 gridi hold on 
》plotkYy(LengthKy)，1)，Y(Lengthfty)，2)， Fr ) 
《2)》 (无 穷 远 ) zf 一 25， 一 17w 
function 上 = funft，Y7) 
ff1) =2*92)~3; ff27=YC1) -0.5)5 王 =) 
》 命 令 同 (ti)。 
《3)(〈 周 期 解 ] z 一 ?一 2(za13 一 了， 一 一 
functien 王 = funft，Y7) 
ff1) =Y(2)》 一 2*(f8L) ”33 一 YY(1)75 (2) = 一 约 1) 下 = 下 3 
》 俞 令 同 (1)。 
(4)7《〔〈 周 期 解 ) z/ 一 一 0.5z 一 术 一 一 0.53 一 z， 2 一 一 05x 一 工 
funection = funft，Y7) 
ff(1) = -0.5*“yfi) 一 (2) FE(27》= 一 0.5*7(2)7 一 Y(3)# 
f(3) = 一 0.5*9f3) 一 了 1)5 芋 = 于 (ce)5 
》closer [Ft, 站 = ode45('fun'，fo，30]，[0.9 0.60.1]) 
》plot3fg(:，1)，Y(:，27，8(C:，3)75 9ridi hold oni 
》pLot3(YKLength(y) ，1)，Y(lengthfy)，2)，YClength(y)，3)， 5) 
(5)〔 混 沥 ) 祝 一 一 3 十 内 ， 凡 一 一 10(y 一 人 2 一 一 黎 十 283 一 芝 
functieon 上 = fun(t，Y) 
f(1) = -3*Yy(i)+TYC2)*7(334 克 (2) = 一 10*(YKC27 一 了 (3724 
ffK37 = -YYK2) 1L) 二 28*7(27 一 YC373 于 一下 (3 
yelose; [t, 四] = ode45('fun ，[0，50],，[0.9 0.50.1] )3 
》plet3afy(:，1)，Y(:，2)，YC， 33) gridi hold on 
》ploet3kY(1ength(y)，1)，Y(lLengthk 了 )，27 ，YKCJengtht)，37， “rr 
s， 补 弃 习 题 
10 ”编写 四 阶 Runge-Kutta 法 程序 并 解 习 题 2 。 
11 对 于 例 4 分 别 取 步 长 六 = 0.001, 天 一 0.01, 产 =0.05 用 Euler 法 计算 ,分 析 误 差 
产生 的 原因 。 


实验 六 ”零件 参数 设计 “随机 模拟 
本 实验 中 我 们 学 习 随 机 米 拟 法 ( 即 Monte Carlo 法 ) 的 基本 原理 .MATLAB 教 据 分 析 和 


随机 米 拟 命令 ,并 了 解 它 们 在 随机 变量 烧 拟 .积分 计算 和 最 优化 计算 等 方面 的 各 用 。 和 补 讽 知 
识 介 绍 了 二 项 分 布 .Brown 运动 烧 拟 以 及 Monte Carlo 法 的 育 点 小 概 不 隐 卫 。 





帮 6.1 引 例 :零件 参数 设计 


一 件 产 品 由 若干 零件 组 装 而 成 ,标志 产品 性 能 的 某 个 参数 取决 于 这 些 零 件 的 参数 。 有 零 
件 参 数 包 括 标定 值 和 容 差 两 部 分 。 进 行 成 批 生产 时 ,标定 值 表示 一 批零 件 该 参数 的 平均 值 ， 
容 差 则 给 出 了 参数 偏离 其 标定 值 的 容许 范围 。 若 将 零件 参数 视 为 随机 变量 , 则 标定 值 代表 
期 望 值 ,在 生产 部 门 无 特殊 要 求 时 , 容 差 通常 规定 为 均 方差 的 3 倍 。 

粒子 分 离 器 某 参 数 ( 记 作 7) 由 7 个 零件 的 参数 ( 记 作 rz ，z，…， 环 ) 决 定 , 经 验 公式 为 


1 一 2 62| 1 一 36( 天 ) (至 ) 
， ” 工 ? 二 2 


村 





y 一 174.42{ 宇 } (一 伴 一 ) 


证 亡 2 < 民 1 


共 


当 各 零件 组 装 成 产品 时 ,如 果 产 品 参数 偏离 预先 设 定 的 目 栋 值 ,就 会 造成 质量 损失 ,偏离 越 
天 ,损失 越 大 。y 的 目标 值 ( 记 作 ?为 1.50。 当 > 偏离 y。 士 0.1 时 ,产品 为 次 品 , 质 量 损失 
为 1000( 元 ); 当 偏离 加 士 0.3 时 ,产品 为 废品 ,损失 为 9000( 元 )。 问 题 是 ,要 求 对 于 给 定 
的 零件 参数 标定 值 和 容 差 ,计算 产品 的 损失 ,从 而 在 此 基础 土 进行 零件 参数 最 优化 设计 。 

在 这 个 问题 中 ,主要 的 困难 是 产品 的 参数 值 ， 是 一 个 随机 变量 , 而 由 于 》 与 各 零件 参 
数 间 是 一 个 复杂 的 函数 关系 ,无 法 解析 地 得 到 y 的 福 率 分 布 。 本 实验 采用 随机 模拟 的 方法 
计算 。 这 一 廊 法 的 思路 其 实 很 简单 ,用 计算 机 模拟 工厂 生产 大 量 “ 产 品 “( 如 10000 件 》* 计 算 
产品 的 总 损失 ,从 而 得 到 每 件 产品 的 平均 损失 。 这 类 试验 如 果 用 实物 来 做 ,由 于 需要 大 量 人 
力 物 力 而 无 法 实现 ,但 如 果 我 们 有 了 问题 的 数学 模型 ,用 计算 机 模拟 方法 就 轻而易举 。 工 程 
师 们 遂 常 先 用 数值 模拟 得 到 一 些 结果 ,然后 再 根 损 经 验 和 实物 实验 作 决 断 。 


6.2 数学 理论 复习 :概率 论 


自然 界 发 生 的 现象 可 分 为 两 类 ,一 类 现象 在 一 定 条 件 下 发 生 的 结果 是 完全 可 以 预知 的 ， 
称 为 必然 现象 。 例 如 ,从 原点 出 发 沿 = 轴 正 向 以 速度 w(mys) 镍 匀速 直线 运动 的 物体 ,必然 
在 ts) 后 位 于 位 置 wm)。 另 一 类 现象 发 生 的 结果 在 事先 是 无 法 准确 了 预 知 的 , 称 为 偶然 现 
象 或 随机 现象 下面 两 个 试验 都 是 随机 现象 。 


试验 一 :有 10 核 均匀 硬币 ,随手 抛 在 地 上 ,有 几 核 正 而 向 土 ? 


试验 二 : 按 身 份 证 吨 码 随意 挑 10 个 中 国 男 人 ,他 们 的 平 列 身高 是 多少 ? 

尽管 随机 现象 的 发 生 结 果 是 不 确定 的 ,但 还 是 有 一 定 规律 可 循 :试验 一 中 正面 向 上 的 枚 
数 一 定 是 0 一 10, 5 核 向 上 的 可 能 性 比 8 核 回 上 可 能 性 要 大 ;试验 二 中 平均 身高 基本 在 1. 40 
米 到 2. 00 米 之 间 , 且 在 1.70 米 左 在 的 可 能 性 比 1.80 米 左 右 的 可 能 性 要 大 。 

一 个 随机 事件 4 发 生 的 可 能 性 的 大 小 ,用 一 个 介 于 0 与 1 之 间 的 数 表示 , 称 为 4 的 概 
率 , 记 为 P(4) 。 概 率 的 意义 在 类 似 的 现象 大 量 重 复发 生 时 会 表现 出 来 。 比 如 ,在 试验 一 中 
若 PC5 枚 向 上 ) 一 0,.25, 那么 意味 着 “ 若 把 试验 一 做 100 损 , 大 致 有 25 次 左右 出 现 5 枚 
向 上 ”。 

随机 现象 中 ,变量 的 取 值 往往 是 不 确定 的 , 称 为 随机 变量 .描述 随机 变量 取 各 种 值 的 概 
率 函 数 称 为 概率 分 布 。 对 于 随机 变量 , 遍 常 主要 关心 它 的 两 个 主要 数字 特征 ,数学 期 望 (或 
称 均 值 ) 用 于 描述 随机 变量 的 平均 值 , 方 墓 和 标准 莽 ( 或 称 光 方 闫 ) 用 于 描述 随机 变量 分 布 的 
差异 程度 。 另 外 , 协 方 芍 和 相关 系数 用 于 描述 两 个 随机 变量 的 线性 关联 程度 。 

随机 变量 的 分 布 ,根据 其 取 值 特点 不 同 主要 分 为 离散 型 和 连 色 型 两 类 。 若 用 变量 上 表 
示 试 验 一 “正面 向 上 次数”, 其 取 值 可 能 为 0. 1，2，…，10( 离 散 点 集 ), 出 为 离散 型 随机 变 
量 。 上 典型 的 离散 型 分 布 有 二 项 分 布 .Poisson 分 布 等 。 若 用 变量 了 表示 试验 二 中 * 平 列 身 
高 ”, 其 到 值 可 能 为 [1.0, 2. 5 中 任何 值 , 则 为 连续 型 随机 变量 。 和 典型 的 连续 型 分 布 有 均 勾 
分 布 . 正 态 分 布 .指数 分 布 ,好 分 布 : 分布.F 分 布 等 。 

1， 二 项 分 布 

称 一 个 随机 试验 为 Bernoulli 试验 , 若 我 们 将 试验 可 能 结果 描述 成 仅仅 两 个 :4 发 生 或 
4 不 发 生 。 设 随机 变量 





ce_ 由， 4 发 生 
10， 4 不 发 生 
那么 二 服从 一 个 简单 的 离散 型 分 布 PC 一 1) = 2(4 发 生 的 概率 )， PC 一 0) 一 1 一 。 这 称 


为 Bernoulli 分 布 或 小 1 分 布 。 
将 Bernouli 试验 独立 重复 进行 * 次 , 称 为 上 重 Bernoulli 试验 。# 重 Bernouli 试验 中 
入 发 生 的 次 数 的 分 布 为 
王 ( 引 一 开 ) 一 人 丰收 1 一声)m 下 一 自 ， 1， ， 天 


称 它 为 参数 为 z、 娟 的 二 项 分 布 , 记 为 -B(m， 有 。 二 项 分 布 的 数学 期 望 E(6) 一 吃 , 方差 
D() 一 邓 人 1 一 坟 )。 
在 试验 一 中 ,一 枚 硬币 的 试验 结果 只 有 两 个 ,正面 (4 发 生 ? 和 反面 (4 不 发 生 )。 由 于 
10 术 硬 币 的 试验 条 件 是 类 似 的 , 且 相互 没有 干扰 ,所 以 我 们 可 以 认为 是 一 枚 硬币 的 10 次 独 
立 试验 ,那么 正面 向 上 的 总 枚 数 <-B(10, 0.5) ,其 中 0.5 表示 一 枚 均匀 硬币 正面 网 上 的 可 
能 性 为 50 吕 。 那 么 
PE 一 5 一 Ci0.550.55 一 0.2461，P(E 一 8) 一 Cio0.50.5 一 0.0439 





可 见 PE 一 5) 远大 于 已 一 8)。 
2 区 勾 分 布 
连续 型 概率 分 布 的 表达 方式 与 离散 型 有 很 大 不 同 ,因为 连续 型 随机 变量 取 值 是 无 法 列 


举 的 ,况且 它 在 特定 值 上 取 值 的 概率 总 是 0。 连 续 弄 概率 分 布 是 用 密度 函 教 来 表 丰 , 它 上 值 
的 概率 可 通过 密度 函数 的 积分 得 到 。 
均匀 分 布 是 一 个 简单 而 重要 的 连续 型 概率 分 布 , 其 密度 函数 为 


Fa 二 加 和 《Ce 有 
0， 其 他 


它 的 实际 意义 是 ,随机 量 取 值 总 是 在 [ea, 纪 内 ,并 月 在 每 一 点 取 值 可 能 性 相同 。 均 匀 分 布 
的 数学 期 望 王 ( 旨 一 《十 六 /2 方差 也 (各 一 人 一 汪 712。 

3. 正 态 分 布 NI , 到) 

正 态 分 布 是 应 用 最 广泛 的 概率 分 布 ,如 图 6-1 所 示 。 其 密度 函数 为 





记 为 WP o) ,其 中 天 是 随机 变量 取 值 的 平均 ,而 上 表征 了 
随机 变量 取 值 的 善 异 。 特 别 地 ,NI0，1) 称 为 标准 正 态 分 布 。 
最 典型 的 正 态 分 布 的 俩 子 是 测量 误 善 ,另外 谷 一 大 批 学 生 的 
考试 成 绩 . 丁 业 过 程 的 噪声 干扰 等 都 近似 服从 正 态 分 布 。 试 
验 二 中 平均 身 商 也 近似 服从 正 态 分 布 。 正 态 分 布 的 数学 期 望 
忆 (6 一 下 方 盖 DIE) 一 史 。 

正 态 分 布 有 很 多 好 的 性 质 。 设 上 一 NI own) ,ii = 1，2,，…，, ma 且 这 些 随机 变量 相互 


狼 立 ,那么 它 的 线性 画 数 仍然 是 正 态 分 布 .特别 地 , 若 5- NGe, 7) ,那么 和 ~ N(0， 1。 


二 )》 一 了 


人 扣 
图 6-1 正 意 分 布 





&$6.3 随机 模拟 原理 


关于 随机 分 布 的 推断 ,一 冲 理想 化 方法 是 将 试验 在 相同 条 件 下 大 量 重 复 进行 ,对 试验 结 
果 进 行 统计 计算 ,从 而 得 到 概率 分 布 和 数字 特征 的 结论 ,但 是 这 样 做 需要 耗费 很 大 的 人 力 和 
财力 ,况且 很 多 随机 现象 实际 上 是 无 法 再 现 的 。 随 机 模拟 法 也 叫 Monte Carlo 法 , 它 是 用 计 
算 机 模拟 随机 现象 ,通过 大 量 仿真 试验 ,进行 分 析 推断 ,特别 是 对 于 一 些 复杂 的 随机 变量 ,不 
能 从 数学 上 得 到 它 的 概率 分 布 ,而 通过 简单 的 随机 模拟 便 可 得 到 近似 解答 。Monte Carlo 
法 也 用 于 求解 一 些 非 随机 问题 ,如 重 积分 、. 非 线性 方程 组 求解 .最 优化 问题 等 。 但 需要 指出 
的 是 ,Monte Carlo 法 计算 量 大 ,精度 也 不 高 ， 因而 只 适合 一 些 用 解析 方法 或 常规 数值 方法 
难以 解决 问题 的 低 精度 求解 ,或 用 于 对 一 些 计算 结果 的 验证 。 

大 数 定理 设 随 机 变量 加 | 9 名 ， 四 点 ? … 相 互 独立 , 且 五 (E) 一 中 ， 了 Pt) 一 好 ， 那么 这 
些 随 机 变量 的 平均 值 依 概 率 收 黎 于 “, 即 对 任意 s 盖 0, 有 


imp( 上 | 六 一 | <- 1 


大 数 定理 表明 , 当 上 -> cc 时 ,样本 平均 值 趋向 于 总 体 平均 值 , 它 是 数理 统计 参数 佑 计 的 理论 


基础 ,也 是 数字 特征 随机 模拟 的 理论 根据 。 


设 是 一 个 分 布 已 知 的 随机 变量 ,为 了 求 取 ? = sy 前 概率 分 布 或 数字 特征 ， 


个 (CN 足够 大 ?服从 二 的 分 布 的 随机 数 zi，z，…，zN 令 一 Ti 一 1，2， 
那么 


其 中 ys 分 别称 为 % 全 一 1 2，…，N) 的 样本 均值 和 样本 标准 差 。 


86.4 数据 分 析 和 随 本 数 生成 的 MATLAB 命令 


区 ax ， 玮 革 m 最 大 值 , 最 小 值 ， ar 直方 轩 ; 
Sort 排序 (从 小 到 大 六 ist 数据 分 组 及 直方 图 ; 
mean 均值; ramnd [19， 吉 均匀 分 布 随机 数 ， 
medjian 中 值 ; randm 标准 正 态 分 布 随机 数 ; 
Std 标准 姜 ; randperm ”随机 排列 
co 协 方差 矩阵 ; unidrnd 离散 均匀 分 布 随机 数 ; 
Correcoe 上 相关 系数 矩阵 ; unifrnd 震 匀 分 布 随机 数 ; 
Sum 各 元 素 和 ， normrnd  。 正 态 分 布 随机 数 ; 
Cumsuma 元 素 黑 计 和 |; binocrnd 二 项 分 布 随机 数 ; 
Prod 各 元 索 积 ， polissrnd ”Boisson 分 布 随机 数 ; 
cumprod 元素 累计 积 ， avnrnd 多维 正太 分布 随机 数 。 
其 中 自 unidrnd 以 下 的 函数 必须 有 统计 工具 箱 (stats) 支 持 。 

1， 数据 分 析 


生成 N 
pp jN， 


数据 分 析 函 数 min，max，sort，mean， median，std，sum，PpProd，cumsum， cumprod 等 标 


准 用 法 都 是 对 列 状 数据 进行 。 





a=min(x) 返回 向 量 和 的 最 小 元 素 。 
X=minta) 返回 和 矩阵 A 每 列 最 小 元 素 构成 的 行 向 量 。 
其 他 函 数 用 法 类 似 。 








例如 
》data=[ll1 57 291 


13 54 278 
10 66 253 

9 46 303 
16 了 5 244 


8 40 310]; 

》maxt data) 
ans 一 

16 79 310 
力 meamd data)y ，mediant cata) 
ans 一 

11.7143 58.2857 277.0000 
引 nS 一 

1 1 5 278 
为 StCKGatay》 
angs 一 

3.0394 12.7895 26.7457 


少 SUmd data) 

anS 一 
82 408 1939 

力 Ctmstmtecdatay》 

8TS 一 
11 57 291 
24 111 589 
34 177 822 
43 223 1129 
3 298 1373 
了 二 368 1629 
82 408 1939 


》cortrcoef(aata) 皮 将 三 列 看 成 三 个 随机 变量 


anms 一 


1.0000 0. 8299 一 0.7832 

0.8299 1.0000 一 0.9633 
一 0.7832 一 0.9633 1.0000 
2. 直方 图 





bar(Y) 作 向 量 立 的 直方 图 . 

bar(X,， 2 作 向 量 立 相对 于 X 的 直方 图。 

hist(X, k) 将 向 量 X 中 数据 等 不 分 为 组 ,并 作出 直方 图 , 缺 省 值 为 上 一 10。 
fR, 妇 J= hist(Y，k) 不 作 图 ,N 返回 各 组 数据 个 数 ,X 返回 各 组 的 中 心 位 置 . 





vdata = randnt1，20); % 由 于 随机 数 的 原因 ,以 下 每 葡 结果 略 有 不 同 


》subplot(1，2，1)，bartvdata)! $%《 如 图 6-2(a) 所 示 ) 
一 8 一 


》subplot(1，2，2); histkvdata，5); 上 【如 图 6-2(b) 所 示 》 
为 [了 ，X」 = histfvciata，53》 


只 一 


一 1.2807 一 0 510 0 2588 1.0286 1.7983 











3， 随 机 数 生 成 





R= randtm, ny 生成 (0, 1? 上 均匀 分 布 的 凸 行 n 列 贿 机 枪 阵 ; 

R = randntm， n) 生成 标准 正 态 分 布 的 科 行 nn 列 随机 和 矩阵: 

BE = randpernm(y) 生成 1，2,，…，N 的 一 个 随机 排列 ; 

R= unidrnc(N, nm, n) 生成 1, 2，…, 忆 的 等 概率 趾 行 n 列 随机 矩阵 

R= unifrnct(a, by my n) 生成 -a,， 呈 区 间 上 的 均匀 分 布 叫 行 mn 列 随机 数 矩 阵 ; 

R = nornrnd(mu，sigmay mn) 生成 均值 为 mu, 均 方差 为 sigma 的 目 行 口 列 正 态 分 
布 随机 数 矩 阵 ; 

R = binorncKk，by my n) 生成 参数 为 kz,p 的 na 行 a 列 正 态 分 布 随机 数 矩 阵 。 它 模 
拟 在 点 次 重复 试验 中 某 事件 (发 生 概 率 为 六 出 现 的 次 数 ; 

R= mvnrndftma，sigma, m) 生成 维 正 态 分 布 数据 ,这 里 mnu 为 维 均值 向 量 ,sigma 
为 半 阶 协 方 善 官 阵 ( 它 必须 是 正定 的 ),R 为 如 X 关 矩阵, 每 行 代 表 一 个 随机 数 。 











例如 (由 于 随机 数 的 原因 ,以 下 每 次 结果 略 有 不 同 )， 
》a= randf1，1000)4; [mean(a)] ，staKa)] 
TS 一 

0.5013 0 2882 外 均值 0,5, 标 蕉 差 1727sqrt(3) 
》b = rancn(1，1000)， [mean(b) ，stdfb)] 
ams 二 

0.0597 1.0396 外 均值 0 标准 善 1 
3》e = normrndk 一 5，6，1，1000)，[meankc)，stdkc)j] 
aTS 一 

一 5.0679 6.0592 $ 均值 一 5 ,标准 差 6 
》$r = mvnrndf[0， 0 ，[1，0.9; 0.9，1]，1007)3 


》plottrfr，1)，r(:， 2)，'o0)i 9 如 图 3 





图 6-3 二 维 正 态 分 布 


注 ; MATLAB 有 两 个 基本 的 随机 数 产生 函 才 rand 和 randn。 它 们 克 许 用 户 自 己 褒 村 
随机 数 种 子 , 著 将 种 子 设 置 为 系统 时 间 ， 
》randf "seed ，sumf100* clock)) 
则 可 得 到 真正 意义 上 的 随机 试验 .由 于 内 存 或 速度 的 限制 ,矩阵 阶 数 不 宜 太 大 (一 般 在 1 人 
以 下 )。 


#6.5 实验 例题 


例 1 《〈 堆 件 参数 设计 ) 表 6-1 给 定 引 合 中 基 设 计 方 案 7 个 零件 参数 标定 值 及 容 益 。 雁 
差分 为 A&A、B、C 三 个 等 级 ,用 与 标定 值 的 相对 值 表 示 ,& 等 为 土 1 外 ,B 等 为 士 5,C 等 为 
士 15 冯 。 


表 6-1 零件 参数 的 标定 值 和 容 差 








求 每 件 产 品 的 平均 损失 。 

解 : 可 以 候 设 7 个 零件 参数 服从 正 态 分 布 。 根 据 上 表 及 标定 值 和 容 差 的 定义 ,zi 一 六 
(0.1，(0. 00573)2)， 妇 一 NO0.3，0, 005 ta 一 NIC0 1，(0.005737) 一 CO0. 1， 
0. 0052 ，z -IN1.5，(0. 22573)2) zwN(16，(0.8/372)，zrwNC0.75，[0.037573))， 
下 面 的 M 脚本 sg6 _1.m 产生 1000 对 零件 参数 随机 数 ,通过 随机 模拟 法 求 得 近似 解约 了 = 
2900 元 。 

中 M 肢 本 eg6 1.m 

cleari mu=[,1，.3，.1，.1，1,5，16，. 75]; 

sigma =[.005/3，.005，.00573，.005，.225/3，,8/3，.037573]; 

for TI =1:7 

xf ，iy = normzndfmuafi)y，s:igmatiy，1000，171 


enf 


二 = (1 一 2.62” (1 一 章 .36” (Cd 2 (一 0.56)7). 工 5,,， 

(KK 4 AXC:，2)).、1.16).7x(r，6)，AxC:，7) 

YyY= (xf:，1). AKC，5)). (RCI 3).7EC 2) 一 XC，1))).”0.951 

y= 174.42*Y,*~ 0.5， 

可 = absky 一 1.571 

主 = sun(9000*(d?0.37+1000* (dd =0.3).*(《d?0.1))71000 

例 2 〔(Monte Carle 法 计算 积分 ?上 随 厅 模 拟 法 也 可 用 于 求解 一 些 复杂 的 非 随 机 问题 。 
考虑 二 量 积分 


I= 直 rc， dzdy， 其 中 Fr 及 冯 0 VCry 人 所 放 
几 


根据 其 几何 意义 , 它 是 以 痰 rz,， 交 为 曲面 磊 ,4 为 底 的 柱 体 C 的 体积 。 肌 下 列 简单 思路 来 1 
的 近似 值 ; 假 褒 上 被 包 在 几 何 体 的 内 部 , 刀 的 体积 为 已 知 , 著 在 呈 内 产生 1 个 均匀 分 布 的 
随机 数 ,那么 

了 (随机 数落 在 C 内 )<C 的 人 F 积 /的 体积 


现 产 生 在 了 内 N 个 均匀 分 布 的 随机 数 , 若 其 中 Nec 个 在 忆 的 内 部 ,那么 
Jx 卫 的 体积 XNecAN 
下 面 我 们 用 这 一 方法 计算 实验 四 创 1 积分 


工 一 由 v 一 环 dzdy 
| 
流 几 何 体 在 立方 体 |z| 委 1，3] 委 10<< 祥 1 的 内 
部 ,立方 体 体积 为 4。 面 已 是 寻 十 委 1 和 十 才 生 1z 人 > 
0.M 文 件 eg6 _2.mm 中 凡 取 1000, 计 算得 Is 2.824.。 由 于 
随机 模拟 的 特点 ,每 侈 运行 的 结果 都 有 差异 。N 越 大 结果 越 
1 | 本 多 。 如 图 6-4 所 示 。 
和 M 肝 林 eg6 _ 2. m 
ClLeaz 本 = 1000# 
转 #4 例 2 转 民 = Unifrndt 一 1， 1， 要，174 





Y=unifrndK -1， 1 1)3 二 = Iand(I 1)1 
Cl =《 基 ~ 十 宙 2 C2=(X + 1 
Ne = Sunfclgc2)4 工 = Ne 区 "和 
例 3 最 优化 计算 Moente Carlo 法 ) 用 随机 模拟 法 。 求 下 列 函 数 的 最 大 值 
一 人 一 旭 )sinf37) 一 2 二 了 < 


解 : 为 了 便于 理解 ,我们 先 作 图 6-5， 
$eleari close X= 一 2*pi:D.001:2” pis 
$ 王 = (一 区. 37.* Sinf3 其 7 BLOt[X， 于 ) 
质 函 数 在 --6 和 6 附近 达到 最 大 值 芍 200。 但 是 ,使 用 优化 算法 
-一 生 由 ~ 一 


区 fun =“ 一 《1 一 天 “3).*Sinf3xX)7 


200 
》X= fninftan， 一 2*pi 2Xpiiy= -eval 150 
【于 umy 
100 
互 一 
0 
一 3.7505 
0 
1 一 
一 外 
52.0046 











显然 结果 是 错误 的 ,原因 是 fain 容易 陷入 局 0 
部 极 值 。 这 也 是 许多 其 他 优化 算法 难以 克服 1 
的 一 个 困难 。 若 用 规则 格 点 搜索 法 而 步 长 选 图 65 例 3 图 
取 不 当 , 例 如 取 h = pi/3， 
X= 一 2pispi/3:2*piy 工 = 一 minfevalttuny》 
{ 一 
1. 8299e 一 个 13 
由 于 郴 数 的 于 期 性 造成 一 个 荡 唐 的 结 染 。 现 在 我 们 用 贿 机 模拟 ,就 是 随机 产生 若干 个 自 变 
曹 的 值 来 搜索 ,我 们 取 13 个 点 (与 规则 格 点 搜索 法 所 用 采样 点 数 一 致 ? 
3X= unifrnd( 一 2*pi， 2 Di，13，1)， 了 = 一 minfeval(funy) 
{ 一 
185. 0419 
结果 要 好 得 和 多。Monte Carlo 法 的 主要 优 玖 在 于 它 是 一 个 全 局 优化 站 法 。 


例 于 (中心 郁 限 定理 ) 设 所 s 六， 机 总 ， … 独 立 同 分 布 且 五 (E ) 一 此， D() 一 到 则 当 


上 很 大 时 , 录 一 之 近似 服从 NGCRE， Ke ) 。 

中 心 极 限定 理 表明 ,大 量 独立 随机 变量 的 和 近似 服从 正 态 分 布 , 它 是 正 态 分 布 应 用 的 理 
论 依据 。 下 列 M 文件 eg _4.m 给 出 100 个 (0, 1) 上 独立 均匀 分 布 的 和 的 分 布 。 

中 M 得 本 eg6 4. mm 

ClLeazy C1LoSsey 玉 一 10 有 

=KiM=100 rr=zandfN，H)5 

S=SumCr) 

mua= 自 eanmgSy) 

Sigma = StdfSs) 

[ma, xz = hist(sS，mu 一 5* Sigma: S19ma: mu 二 5*Sigma); 

barfxy nj//siqma，'r ;hold on; 

h = mu- 5*8Bigmay: 人 .1* Si1gma，nmu 二 5* sigmalt 

上 = expf( - (h 一 mu),~272/sigma 2)7sGrt(2“ pi)7sigmal 

pPLotth, 廿 ， 5 title 中心 极限 定理 ”)， 


legend( 7 独立 了 和 正 态 分 布 ) hold off， 
8 


46.6 实验 习题 


1 《 括 瑟 币 ) 考 虑 将 一 校 均 匀 和 硬币 掷 六 次 , 当 闪 很 大 时 ,正面 出 现 的 概率 接近 0. 5, 设 
计 一 个 随机 模拟 试验 显示 这 一 现象 。 
2 《区 久 人 田 布 ) 利 用 rand 编写 一 个 M 函数 uni _rnd. m, 使 之 能 生成 任意 区 间 .a, 人 上 
的 均匀 分 布 随机 数 Xz 矩 阵 。 使 用 格式 为 uni _rndkta，b,， mm， mu 。 
3 《〈 正 坊 分 布 ) 利 用 randn 编写 一 个 M 函数 norm _rnd. m, 使 之 实生 成 的 正 态 分 布 
Nmu，sigma: ) 随 机 数 如 X? 矩阵 。 使 用 格式 为 norm rndtmu，sigmay 年，n) 。 
4 【二 项 分 布 的 正太 近似 )Demorvie-Laplace 中 心 极限 定理 指出 , 若 ?一 BCa， 记 )，3 很 
大 , 则 规范 化 随机 变量 
了 一 地， No, 1) 
元 可 二 近似 服从 所 5 
用 实 验 进行 验证 。 
5 用 Monte Carlo 法 计算 积分 
了 
f exp( 一 本 
0 Ar 
6 “分 别 用 Monte Carlo 法 和 细 ins 求 下 列 二 元 末 数 最 大 值 ,并 通过 图 形 作 出 评论 。 
Fr 放 一 ( 旭 十 2 虹 十 克 )exp( 一 型 一 形 )，| 守 | 二 1.5， 131<1.5 
7 设计 一 个 随机 模拟 实验 来 验证 大 数 定理 。 


2 页 记 5Imif 工 》 
dz， | expfz/2ysinz( zy)dz， 门 exp( 一 和 下 一 妈 )dzdy 
用 


#6.7 补充 知识 :小 概率 陷阱 


1.、 二 项 分 布 随机 数 产 生 

如 和 何 用 最 基本 的 随机 数 函 数 rand 产生 二 项 分 布 日 (ez，p) 的 一 个 随机 数 昵 ? 先 考 虑 
Bernoulli 试验 ,为 此 产生 一 个 (0，1) 寺 淘 匀 分 布 随机 数 , 若 这 个 数 小 于 z, 则 试验 结果 记 为 
1, 和 否则 记 为 0, 那 么 试验 结果 服从 0-1 分 布 。 = 个 01 分 布 随机 数 的 和 便 是 一 个 二 项 分 布 随 
机 数 。 下 列 M 郑 数 bion _rnd. mm 产生 二 项 分 布 随机 数 ,使 用 格式 


tr 一 bino rndkn， pp，mm， nn 


> 返回 一 个 由 二 项 分 布 BCz，D 轨 ) 随 机 数 构成 的 mm X mm 阶 和 矩阵 。 
只 M 阴 雪 bion rnd. m 
function 工 = bino rndkny， 惠 ，mm， nn) 
TI = ZerOSs(tm， DJ 
放 (p491py1int0ln~ = rounel(ny) 
warning('invalid parameter' )4 
end 
一 人 -< 一 


for 寺 =1:， Du=randfmm，nn)i 工 = 工 +(uatDb)+ end 
事实 上 ,统计 工具 箱 画 数 binornd 与 上 述 函 数 构造 法 基本 一 致 。 
2. 小 概率 随 栈 
随机 试验 法 对 零 概率 现象 或 小 概率 事件 (往往 出 现 于 退化 情形 ) 往 往 会 做 出 错误 结论 ， 
考 叫 一 个 简单 的 约束 优化 问题 
例 5 max (Crh 一 LEgzs 
一 加 十 2r7y 十 273 站 
TI 2rs 十 273 祥 72 
10 委 ro 所 20 


zl 一定 r 一 1 


显然 有 20 委 站 委 30, 10 扫 和 芯 20, 一 10 系 瑟 所 16. 编写 M 文件 eg6 _5a. mm 
3%M 文件 eg6 _ 5a. m 
Cleari 了 = 50} 
xi0=[];， x20=[]，x30=[]i， wmax= -infy 
xl=unifrndk(20，30，N，12; 
x2 =unifrndK10，20， 了 N，1)7# 
x3= Unifrndf 一 10，1 和 了，127 
foeor iL= 工 : 
fo 1i2= 土 : 妇 
Eor 13 一 夺 : 卫 
if 一 xlfil)+2*x2f127 上 2*x30i13)2> = 08... 
xltrily 卡 2* 2fi2) 寺 2*x30i3)< = 了 28... 
xlLftil)-x2(0i2)= =10， 
立 一 XLLil1)*x2(i2)”Xx3KCI374 
了 在 V7》 TU 所 其 》 
Vvmax = vi xl10= Xil)， x20=X20i2) x30= X3(I3D)1 
End enei endi endy end 
x = [x10，x20，x30] ，vmax 
经 过 长 时 间 计 算 会 得 出 一 荡 唐 结论 vrmax= 一 inf， 什么 原因 呢 ? 由 于 约束 z 一 阅 一 10 的 
影响 使 得 可 行 域 ( 即 级 束 条 件 界 定 的 区 域 ) 在 三 维 立方 体内 是 亏 维 的 ,体积 为 零 。 这 样 三 维 
随机 数 进 入 可 行 域 概率 为 零 ( 约 东 zi 一心 一 10 无 法 满足 ) ,从 而 找 不 到 可 行 解 ,最 优 解 也 就 
无 从 谈 起 了 -。 
车 将 “zi 一 必 = 10" 改 为 “| zi 一 必 一 10 1< le 一 3” 从 而 转化 为 正 概率 问题 , 则 可 求 
解 。 这 里 le 一 3 代表 一 个 很 小 的 误差 限 。 解 得 vmax 一 2662 。 但 这 样 的 求解 效率 太 低 。 


现在 我 们 将 问题 转化 为 下 列 二 维 的 ， 
max 了 一 〔rz 十 107zzr3 


十 2ry 210，3zrz 十 2z3 禄 62， 


10 所 z < 20， 一 5< 妇 Ta 扫 16 


编写 M 文件 sg6 _5b. m 求解 得 x= (21.6584，11.6584，13. 3831)，vmax 一 3379。 而 计算 
量 只 有 上 而 的 50 分 之 一 。 
只 M 文件 eg6 5b. m 
CILeari 人 = 505 
x20=T]; x30=[;，vmax= -1infi 
X2 =uUnifrnd(C10，20， 术 ，17) 
X3=Unifrnel( 一 语 ，1C， 全，173 
fcer li2=]1:J 
for TI3 = 1 :本 
革 E K2Ui27 十 2*X3fi3)》= 10&,，， 
写 >” X2KIZ) 二 2 X 了 IIA = 扣 了 
T= 【2(i2) 十 荆 0 + 其 27 1273*X3CT3Di 
iTyrViImaX， 
ina = Vi X20=X2(i2)1 X30 =3f1371 
endy end engdji ends' 
x= [x20+10，x20，x30]，vmax 
Monte Carlo 法 计算 量 大 ,精度 也 不 高 .因而 只 适合 一 些 用 解析 方法 或 党 规 数值 方法 难 
以 解决 问题 的 低 精度 求解 ,或 用 于 对 一 些 计算 结果 的 验证 。 在 使 用 Monte Carlo 法 时 ,要 注 
意 克 服 小 概率 陷 斜 。 
3，Browna 运动 
Brown 运动 是 英国 植物 学 家 Rrown 在 观察 液体 中 浮游 微粒 运动 时 发 现 的 随机 现象 , 现 
在 已 成 为 随机 过 程 理论 最 重要 的 弛 念 之 一 。 
《1) 一 维 Brown 运动 。 下 列 M 函数 bzwnm. mm 给 出 了 一 维 Browm 运动 ,使 用 格式 


[Lt， WwW 一 brwnmt 包 ， 计 ， hy 


其 中 [to， 革 为 时 间 区 间 ,b 为 采样 步 长 ,wft) 为 Brown 运动 (或 称 Wiener 过 程 ) 。 
2 RM 汤 数 brwnm. m 
function [t+，w] = DrwnmttO，tE，hy 
七 = 世 O， hl， tty 七 =t 六 =Tancdn(size 七 )); 
办 1) =0; forK=1:， 1engthft) 一 1，W(GK+1)7 三 WUk) 十 KE emna 
太一 SGQEEKChyx wii mW 二 WC3 
(2》 车 加 ( 付 ， 加 (时 都 是 一 维 Brown 运动 且 相 互 独立 ,那么 (at ，ruaz() 一 个 二 
维 Brown 运动 。 给 出 二 维 Brown 运动 模拟 。 下 列 M 文件 brwn2.m 给 出 20 晒 微 粒 的 扩散 
过 程 显示 。 
站 M 股本 brwn2. mm 
clear Closei 
toO=0rtf=1ih=0.01; 区 = ZerDSCrtE 一 toyrh+120714 
for j=14;20， 
[t，x(:， 要] = brwnm(tO，tE， Ph) 
-一 省 一 


[tt，Y(5，j>] = brwnm(t0，tf，h); 
end 
foFr 工 = 工 : Length 十 》， 
plot(x(i，1:19)]，Yy(iy，1:19)，'.、“，'markersize' ，24)1 
hold on# 
Blottxfi，20)7，Y(i，20)》 "rz. ，'markersize' ，24); 
axis(L-33 -33])3 grid on hold oftf; 
pause1I) 
end 
4. 补 弃 习 题 
8 《和 2 分布) 设 生 ,后 ，…，& 独立 尼 服 从 N(0，D, 则 = 袜 和 服从 自由 度 为 = 的 
空 分布 , 记 为 了 ~ 和 姑 (o， 编 写 一 个 M 画 数 ehi2 _rndCm,，n，v) ,使 能 产生 自由 度 为 的 
X :分布 本 X 寺 随机 矩阵 ,然后 作出 自由 度 4 的 态 分 布 密度 的 直方 图 。 
9 考虑 下 列 命题 
“任何 二 阶 方 阵 都 是 可 道 的 ” 
很 明显 ,这 是 一 个 错误 命题 。 例如 


路 人 


都 是 不 可 道 的 。 现 在 若 使 用 Monte Carlo 法 ,设计 如 下 试验 ， 
在 realmin 和 realmax 之 间 随 机 任 取 一 个 2 关 2 和 矩阵 ,检查 其 行列 式 , 若 行列 式 等 于 D， 


则 找到 反例 ,停止 :否则 重新 取 一 个 ;车 取 了 10000 个 矩阵 仍然 找 不 到 , 则 认为 无 不 是 道 阵 ， 
编写 程序 实现 上 述 试 验 , 看 出 什么 癌 题 ? 考虑 怎 梓 改 造 实 验 , 才 本 找到 不 帮 闭 方 阵 ? 
10 作出 三 维 Brown 运动 模拟 图 .。 


实验 七 ”身高 体重 与 体育 成 绩 ”统计 推断 


本 实验 中 红 们 将 学 习 用 MATLABR 统计 工具 箱 (stats) 命 令 求解 参数 估计 、 假 设 检验 和 
名 元 线性 回归 等 统计 推断 问题 ,并 通过 一 些 实 例 了 解数 理 统 计 的 应 有 用。 补充 知识 他 轨 了 孝 
据 预 处 理 、. 小 祥 本 检验 、 分 市 拟 合 度 检 验 .独立 性 检验 和 非 线性 回归 等 。 


7.1 引 例 :学 生 的 身高 ,体重 与 体育 成 绩 


从 某 富 宿 制 中 学 高 三 学 生 中 随机 抽取 100 名 男生 的 身高 、 怀 重 (单位 分 别 为 cm 和 kg) 
和 体育 课 成 线 如 表 7-1 所 未 。 现 要 来 


表 7] 学 生 的 身高 ,体重 与 体育 成 绩 数据 












































身 商 | 体 重 | 记 绩 身高 | 体 本 | 克 六 | 生 商 | 体 下 | 谍 击 | 生 高 | 竹下 | 记 志 
]67 5 妖 85 ] 7 68 名 站 17 生 6] 67 17 生 61 65 
179 63 93 172 59 全 166 48 76 173 65 76 
.68 54 ?8 158 53 8 有 167 55 67 |」 159 48 72 
187 79 9 二 187 56 33 177 65 67 170 68 32 
173 62 58 | 163 51 66 |‖ 16s 62 73 179 66 96 
176 76 8 158 全 4 70 182 70 8 人 167 51 87 
170 57 al 1】 175 69 69 171 60 87 174 65 70 
170 57 76 ‖ 174 | 86 有 175 58 75 170 52 62 
162 53 ?1 1 和 53 79 ‖ 17s 66 71 175 66 84 
137 67 B7 | 160 47 88 192 61 85 168 55 76 
179 人 8 75 168 63 88 174 6 85 163 57 38 
172 旨 83 169 53 81 | 160 45 70 170 63 71 
170 5 多 84 171 63 85 164 57 70 177 6 78 
177 67 79 160 8 3a1 176 60 75 172 58 85 
172 62 8 165 53 67 182 73 80 167 58 87? 
166 53 8 4 63 87 173 59 73 169 59 88 
174 62 83 164 53 64 168 61 92 171 63 80 
171 63 63 | 186 73 83 171 54 84 179 65 79 
169 58 76 170 58 83 175 63 70 168 58 70 
167 64 a5 | 175 人 86 |」 173 65 8 160 45 33 
169 64 71 1 358 55 80 175 72 68 165 52 63 
1656 63 79 和 174 7 8 |」 162 47 63 167 53 75 
163 50 30 和 162 5 5 172 62 89 164 56 89 
175 66 了 二 17Z 站 有 3 | 17 台 3 了 7 TI56 45 7 了 2 
178 66 9 | ae 50 8a56 | 7 68 80 | 166 50 69 








(1) 给 出 这 些 数据 直观 的 图 形 描述 ; 
《2) 根据 这 些 数 据 对 全 校 学 生 的 平均 身高 和 体重 作出 估计 | 


《3) 车 普通 中 学 同龄 男生 平均 身高 为 168. 3cm, 平均 体重 56. 2Kg ,能 否认 为 该 中 学 男生 
身高 和 体重 与 普通 中 学 相 比 有 显著 区 别 ? 
(4》 身高 和 体重 对 体育 成 绩 有 何 影响 ? 


$7.2 数学 理论 复习 : 数 数 统计 的 基本 概念 


科学 研究 的 目的 是 发 现 事 物 的 规律 人 性 ,经 典 的 问题 可 通过 物理 定律 建立 机 理 上 的 规律 ， 
而 缺乏 本 质 规 律 认 识 的 问题 ,往往 要 通过 对 事物 发 生 现 象 的 分 析 来 进行 推断 。 数 据 是 事物 
现象 的 反映 ,是 科学 推断 的 具体 依据 。 例 如 在 国民 经 济 的 投入 产 出 分 析 中 ,消耗 矩阵 往往 是 
未 知 的 ,那么 我 们 可 以 利用 投入 量 和 产 出 量 的 几 组 记录 通过 求解 矩阵 方程 求 得 消耗 矩阵 , 即 
国民 经 济 各 部 门 间 的 依赖 规律 。 但 是 由 于 现实 世界 的 复杂 性 ,这 样 的 分 析 往 往 是 不 可 靠 的 ， 
因为 数据 测量 带 有 误差 ,而 模型 本 身 也 常常 是 理想 化 的 。 如 用 线性 近似 非 线性 定常 近似 时 
变 ,次 要 因素 的 忽 临 ,不 可 测 因 素 的 忽略 等 都 会 影响 到 结论 的 有 效 性 。 从 数理 统计 学 观点 来 
看 ,测量 数据 是 概率 分 布 的 一 个 抽样 ,具有 一 定 的 随机 性 (有 些 模型 本 身 就 是 随机 分 布 ), 我 
们 的 任务 是 从 数据 中 分 高 出 随机 因素 的 成 分 ,从 而 控 据 出 事物 规律 性 的 成 分 。 进 行 这 样 的 
分 析 建 立 在 收集 大 量 数据 的 基础 上 , 称 为 统计 分 析 。 

1， 总 体 和 样本 

所 谓 总 体 ( 或 称 母 体 ? 就 是 一 大 批 具有 特定 意义 的 待 分析 的 随机 数据 ,数学 上 用 一 个 未 
知 的 概率 分 布 表 示 ,但 在 多 数论 况 干 , 它 的 分 布 类 型 是 已 知 的 ,只 是 某 些 参数 未 知 ， 例 如 总 
体 服从 正 态 分 布 WCxy， o2) ,其 中 Po 未 知 。 总 体 的 一 部 分 数据 ri ，za，…，z 称 为 一 个 
容量 为 ”的 样本 或 子 样 。 统 计 推 断 就 是 报 据 样本 (总 体 的 一 部 分 ) 对 总 体 进 行 推断 。 但 怎样 
获取 样本 会 直接 影响 统计 推断 的 结果 ,理想 的 样本 是 相互 独立 的 且 与 总 体 同 分 布 。 

2， 统 计量 

不 含 未 知 参 数 的 样本 的 函数 称 为 统计 量 , 它 是 样本 特征 的 反映 ,选取 一 个 正确 的 统计 量 
是 统计 推断 的 关键 , 儿 个 最 基本 的 统计 基 是 


(GD) 样本 均值 三 = 虐 >'z 反映 了 样本 取 值 的 中 心 。 


《2) 样本 中 位 数 将 立 ，m， 0 从 小 到 大 顺序 排 为 了 1 那么 若 
z 一 中 一 1, 中 位 数 为 zx , 若 环 = 路 ,中 位 数 为 (zto 十 zerb ?72。 中 位 数 也 是 样本 中 心 特 
征 , 它 是 这 样 一 个 值 : 比 它 大 的 值 与 比 它 小 的 值 一 样 多 。 


(3) 样本 方差 一 一 > (zx 一 元 ):， 样本 标准 差 * 一 V 亚 反映 了 样本 的 对 于 均 信 的 


仿 离 程度 ， 样本 极 善 二 (mm 也 是 离 向 程度 的 反映 。 
《4)》 样本 协 方差 cov(z，y) 一 一 > cc 一 fy 一 3)， 样本 相关 系数 rz， 切 一 


eaxCz， 咏 。 相 关系 数 反映 了 桩 本 za ，z，'…，z, 与 样本 ?1，2，……， 3n 的 线性 相关 关系 ， 


其 中 心 , * 为 样本 标准 差 。 若 接近 1,z 较 大 时 》 也 绞 大 ; 若 = 接 近 一 1 说 明 工 较 大 时 ?> 较 
小 ; 若 接 近 吕 说明 与 y 取 值 大 小 无 线性 相关 关系 ,总 之 |jr| 接 近 1 说明 线 性 关系 密切 。 


当 m 是 够 大 时 ,样本 均值 和 样本 标准 差 结合 起 来 大 致 地 推 述 了 数据 的 分 布 结 构 : 大 约 


68 冯 蓄 在 ( 开 一 s， 瑟 十 5 之 内 ,而 有 天 约 95 外 在 (过 一 2s, 元 十 2 之 内 ,下 乎 所 有 数据 在 
(元 一 45， 工 十 45) 之 间 。 

3。 抽样 分 布 及 其 请 分 位 数 

统计 营 的 概率 分 布 称 为 抽样 分 布 , 最 常用 的 
抽样 分 布 有 zx 分 布 ( 即 标准 正 态 分 布 ) 分布 Xi 
分 布 .上 分 布 等 ，-- 个 贿 机 变量 上 的 请 分 位 数 x， 
定义 为 





了 (一 Te 一 由 ,0 去 疡 委 1 
如 图 了- 所 未 。 


疾 7-1 呈 分 位 数 


$7.3 MATILAB 统计 分 析 工 具 统 


MATLAEB 的 统计 分 析 工 具 箱 stats 提供 了 丰富 的 统计 分 析 函 数 ,除了 实验 六 介绍 的 吴 
机 数 产 生 外 ,还 有 概率 分 布 .参数 估计 .假设 检验 、 线 狂 和 非 线性 模型 .试验 设计 等 。 干 商 仅 
介绍 一 些 本 实验 用 到 的 内 容 , 其 他 参见 附录 。 








maozrpcdE 正 态 分 布 密度 ; 七 七 es z 检验 ， 
normcdE 正 态 分 布 分 布 函数 ; ttest2 双 样 本 上 检验 ， 
nozrminv 正太 分 布 六 分 位 数 ; TegreSsS3 回 好 分 析 ， 
tinv 分 布 户 分 位 数 ; rcoplot 回归 分 析 残 善 图 ; 
Cehi2inv % 分布 疡 分 位 数 ， nlinf it 非 线性 回归 ! 
finw 分 布 户 分 位 数 ; Piparci 非 线 性 回 箱 度 ; 
norm 三 让 正 态 分 布 参数 估计 ; mlbredci 非 线 性 回 览 预 测 。 
ztegs 七 xf 正 态 ) 检 验 ; 
1 正 态 分 布 
Y= normpdft(x，mu，sigmal 返回 参数 为 mu 和 sigma 的 正 态 分 布 密度 函数 在 了 处 的 
值 , 即 
1 (一 mu 
加 Re 2sigmae ) 


p = normedf(x，mtl，sigma) 正 态 分 布 函 数值 , 即 盖 | aormpatcr， mu，sigmaydz。 





| x= norminv(P， mu，sigma) normcdf 的 道 函数 , 即 请 分 位 数 。 





例如 (如 图 7-2 所 示 )， 
$》a = normpdFf90，80，10) - normpdtt70，80，10》 
aa 一 
0 
》h = nermcdff90，80，10)7 - normcdtt70，80， 103 
bb 一 


D. 6827 
》pP=(1L-bl72ic=norminvp，80，10) 


民 一 





70 
罗 村 = nozminwg1 一 PP 80，10) 0 
4 一 图 7- 正 态 分 布 的 概率 
20 


2 1 分布 ,好 分 布 ,下 分 市 











x=tinvr(p，n) 自由 度 为 m 的 上 + 分布 分 位 数 。 
x= chi2inrfp，n) 自由 度 为 习 的 入 分布 p 分 位 数 。 
= 于 inkp， 前 九 ) 自 二 度 为 ]， 的 下 分 布 分 位 数 。 





例如 
》x1 = 上 tinvf0.05，10)》，x2 = tinvf0.95，10) 
X1 一 
一 1.8125 
X2 一 
1.8125 
7.4 统计 推断 方法 
1， 参 数 估计 


在 统计 推 斯 中 ,总 体 参 数 86 未知, 需要 根据 样本 zj ，z，…，z 估计 吕 的 值 。 参 数 佑 计 
分 为 两 类 :点 估计 和 区 间 估 计 。 点 使 计 就 是 直接 给 出 4 的 估计 值 , 如 “8 大约 等 于 1.3"。 但 
点 估计 缺乏 对 估计 精度 的 说 明 。 区 间 估 计 给 出 8 的 估计 值 区 间 ,并 附加 一 个 概率 ,如 “2 的 
95 冯 置信 区 间 是 [1. 24，1. 36]”, 含 意 是 ,9 在 [1. 24，1. 36] 内 的 概率 为 0. 95 。 

设 有 总 体 下 (zy 外 ,其 中 参数 9 未 知 , 现 有 来 自 FCzy 巍 的 一 个 样本 石 ，zm，…，zn 要 
估计 8 的 值 。 如 有 区 间 CI 一 [ 负 , 包 ], 使 得 


了 页 过》 一 1 一 


称 CI 为 8 的 100(1 一 o) 多 量 售 区间。 
设 二 为 正 态 总 体 CR， 到 )， 产 ， 5 来 短 ,Tl， 汪 2 1 为 样本 ,那么 产 和 rz 的 点 估计 分 
烈 为 
由 一 郊 丰 一 号 
它们 的 100(1 一 中 % 的 置信 区 间 分 别 为 
全 -sseD 记 ， 5+5tCz 一 D 方 ) 
提 阳 - 





【下 一 1) 人 
MX 一 1 ”和 (一 了 


stats 于 数 nozmfit 完成 上 述 估计 ,其 使 用 格式 





[Lmuhat ，sigmabat，muci，sigmaci] = normEtit(Xx，alLpha) 
其 中 

x: 列 状 样本 数据 ; 

alpha: we 值 ; 

muhat: 由 的 点 估计 ， 

sigrmahat: o 的 点 估计 ! 

mueci: 上 的 置信 区 间 ; 

sigtrnaej: ez 的 置信 区 亲 。 








| 


例如 ， 
》x=zrandnf20，7)41 [ay b，aci，bcij= normfittx，0.1) 


一 站 .2252 0.2460 一 0 3470 0. 2509 ”一 个 .0324 一 0. 4589 0. 1968 


h 一 
0. 8829 1. 1438 IT.0482 0. 8670 1.0260 0 6847 0. 9873 
ac 一 
一 0.5666 一 0.1963 一 0.7523 一 0.0844 一 各 4291 一 小 7236 -0.1851 
人 0. 1162 站 .882 0.0583 0.5861 0.3643 一 和 1942 0. 5784 
be 一 


0.7010 0.9081 0.8322 0.6883 0.8146 少 5436 0.7839 
1.2100 1.5675 1.4365 1.1882 1.4060 人 9383 1.3531 
理论 上 ua= 0,5= 1, 结果 约 有 90%% 置 信 区 间 套 住 真 实 值 。 本 例 给 出 ? 组 估计 值 , 其 中 6 对 

套 住 真实 值 。 

2. 假设 检验 

许多 统计 推断 常 涉及 对 某 假设 的 正确 性 作出 “是 与 “可 "的 判决 ,例如 某 厂 产品 是 理 合 
格 , 某 数 学 模型 是 可 与 现实 相符 等 。 在 这 类 问题 中 ,我 们 往往 是 要 判断 手头 的 数据 是 可 与 某 
假设 ( 称 为 零 假 设 或 原 假 设 H,)} 明 旺 不 符 , 所 以 也 称 为 显著 性 检验 。 根 据 不 利于 H。 的 数据 
偏向 提出 与 之 对 立 的 假设 ( 称 为 备 择 假设 或 对 立 假设 吾 ,) 。 在 统计 检验 中 ,如 果 你 想 分 本 
某 事件 是 否 明显 ,那么 通常 此 事件 是 H 。 结 论 常 如 “在 显著 人 性 水 平 = 0.05 下 ,拒绝 Ho ， 
信义 是 :推断 为 “数据 与 末 。 明 显 不 特 ”， 这 一 统计 推断 结论 可 能 错误 ,但 错误 概率 只 有 10.05。 

设立 ,六 ，…，z 为 来 自 正 态 总 体 上 的 样本 ,其 均值 由 未 知 ,方差 r 已 知 ， 


再 站 二 向， 五 ;天 册 厂 站 全 由 所 和 ) 
检验 筑 计 量 蔚 三 2 NO， 1) ,拒绝 域 | 也 | 人 > os 《或 忆 人 二 二)。 如 加 7-3 
如 巷 


所 泵 。 妈 使 总 体 非 正 态 或 未 知 , 只 要 样本 容量 = 相当 大 (一 般 要 求 天 于 45)， 仍 可 以 样本 
标准 差 * 代 赫 e 计 算 。 


了 了 了 


人 开 好 站 人 区 
《 (> 【ce 


图 7-3 备 种 假设 检验 
fa) 观 邮 《hb) 右 迪 (ec) 左 过 


stats 荔 数 ztest 给 出 = 检验 法 。 使 用 格式 





[hh，sig] = ztegt(xy， 可，SiLgma，aLpha，tail) 
其 中 

x: 样本 列 问 量 ; 

Im nt 

SigImay dy 

tail: 0 表示 双边 检验 【DT :7 天 点 多 缺 沽 值 }: 
1 表示 右边 检验 (万 :K 人 > 和 
一 1 表示 左边 检验 (HI :2 所 加 ); 

alpha: 显著 性 水 平民 缺 省 值 0.05)4 

h: 返回 1 表示 拒绝 Ho ,返回 0 者 示 接受 吕 ; 

sig: 返回 临 办 值 拒绝 概率 ,sig < alpha 有 时 产 一 工 。 














例 1 《 比 便 科 验 ? 某 外 商 声称 ,他 提供 给 工厂 的 某 种 零件 至 少 有 95 卜 是 符 人 台 规 范 的 ， 
现 测 试 了 200 台 这 种 设备 ,发 现 有 15 合 是 不 符合 规范 的 ,在 显著 人 性 水 平一 0.05 下 ,能 否 
相信 该 外 商 的 声称 是 真实 的 ? 

解 : 设 总 体 是 一 个 0-1 分 布 随机 变量 

0， 不 符 台 规范 

1， 符合 规范 
样本 值 可 视 为 18 个 0,182 个 1。 

末 , :六 一 0.95， 万 ; : 疡 < 所 0.95 


由 于 样本 容量 200 很 大 ,可 使 用 大 样本 2 检验 ztest。 
》 clear; x= [ones(1，185) ，zeros(1，15) ]; 
》 [hh，s 订 ] = ztest(x，0.95，std(xz)，0.05， 一 1 
h 一 

总 


S 才 一 
-- 起 一 


0. 0903 

据 此 ,接受 号 。, 即 从 统计 意义 上 采信 该 外 商 的 声称 。 
3， 线 性 回归 
设 有 多 元 线性 周 归 模型 


由 一 而 了 1 十 名 Te 十 1 十 Br 十 8 
其 中 上 一 NO， 0 ) 。 令 有 = 《本 ， Be 包 ) ， < 开 一 《15 本 了 py 土 式 表示 为 
3 一 工 了 十 E 


现 获得 y 和 zi 9 的 ?= 组 观察 值 ( 当 回归 模型 中 考虑 常数 项 ,等 价 于 证 1 取 常 数 1)， 
要 求 有 的 估计 值 。 设 立 和 七 分 蜀 为 相应 观察 值 的 X 1 和 盖 X 志 矩阵 , 则 及 的 估计 和 值 


放 = CAXOTXTY 
对 于 任意 的 和 zi， zz，…， zy 的 za 组 观察 值 , 均 可 得 到 回归 系数 有 。 要 判断 这 一 模型 的 有 
效 性 ,还 要 通过 对 于 残 差 > = 一 全 的 分 析 以 检验 
8 一 0， 万 ,8 关 0 
stats 函数 regress 给 出 线性 回归 方法 。 使 用 格式 





[bpb，bint ，Tr，rint，statSs] = regress(y，Xx，alpha) 


其 中 

yi; 3 的 数据 ax] 向量 ; 

x: 工 的 数据 = X 靖 矩阵 ! 

pb: 8 的 估计 值 : 

bint: 吾 的 置 依 区间， 

IT， 残 差 一 站 一 站 用， 

rint: r 的 置信 区 间 ， 

stats: ] X 3 检验 统计 量 , 第 一 值 是 回归 方程 的 置 依 度 ,第 二 值 是 瑚 统计 量 值 ， 
第 三 值 是 与 屎 统 计量 相应 的 如 值 ,p 很 小 说 明 回归 方程 系数 不 为 0。 

可 合用 zcoplotkr. rint) 作 出 残 差 图 。 











例如 ,车 一 2 十 0.5z 十 上 ENIOG，0. 下 ) 
》< = 工 amdf10，1L) 
》x = Lones(K10，1)》，x]: 
》7=Xx*[2;0.5]j+0.1*randn(10，1734 
》[b，bint，r ，Tint，statsj = regTeSsSs(y，X) 
汶 b，Stats 

hbh=- 

2. 0575 

一 100 一 


站 .4281 
Stats 一 
0.7306 21.6933 0.0016 
可 见 系数 估计 基本 正确 ,stats 第 一 值 是 回归 方程 的 堵 信 庶 ,超过 70 站 ,第 三 值 表 明 当 显著 性 
水 平 大 于 0. 0016 ,拒绝 "H0:b 一 0”, 即 认为 回归 模型 成 立 。 


#$7.5 实验 例题 


例 2 (学 生 的 身高 .体重 与 体育 成 结 ) 现 在 我 们 回头 解决 引 例 中 的 三 个 同 题 , 如 图 ?7-4 
所 示 。MATLAB 程 序 文 件 是 下 列 eg7 “2 m 











世 
身 商 (em 
《 hb 


围 7-4 学 生 数据 直方 力 
(1) 我 们 利用 hist 画 直 方 图 ,基本 可 认为 服从 正 态 分 布 。 并 计算 得 





的 
体重 全 B) 


datatrmean 一 听 身 高 .体重 .成绩 均 值 
TI70. 1100 59.。2300 78, 33500 
datastd 一 好 身高 .体重 .成 继 标 准 差 


6. 0834 7.2235 8, 1679 
(2) 是 一 个 参数 估计 向 题 ,利用 normfit 得 到 


h hat 一 好 身高 估计 值 
170. 1100 

h_ei 一 邓 身 高 95 匆 置信 区 间 
168. 9029 
171. 31?1 

What 一 蝗 体重 估计 值 
59. 2300 

W Ci 一 妆 体 重 95 监 署 信 区 间 
57. 7967 
60. 6633 


(3) 这 是 一 个 根 设 检验 问题 ,对 于 身高 
H0:h 一 168. 3 H1,h 天 168.3 
对 于 体重 
H0:w 一 56.2 Hl:w 天 56.2 
一 701 一 


总 体 方差 未 知 但 == 100 相当 大 ,用 ztest 检验 。 显 著 性 水 平 0. 05 。 


h reply 一 史 拒 忽 Ho0, 郧 身高 有 显著 区 别 
1 

h sig 一 蚊 草 很 小 , 缚 论 有 把 担 
0.0029 

WwW _ reply 一 妇 碟 物 HDO, 即 体重 有 显著 区 别 
1 

W St 一 


6. 3338e 一 007 。” 昕 值 很 小 ,结论 有 把 括 

〈4) 我 们 从 两 个 方面 来 看 ,首先 计算 相关 系数 得 
Cor 一 

1.0000 0.8492 0.1834 

0.8492 1.0000 0.1750 

0.1834 0.1750 1.0000 
可 见 身高 与 体重 相关 性 明显 (相关 系数 0. 85) , 面 成 绩 与 身高 或 体重 相关 系数 都 很 小 。 谱 明 
身高 成 体重 对 体育 成 绩 所 乎 没有 影响 。 这 与 散 点 几 分 析 哆 侣 。 如 图 7-5 所 示 。 





130 200 





画 75 学 生 数 据 相 关 转 


若 用 regress 建立 线性 回归 模型 ,得 s 一 45.2 十 0.1676h 十 0.0779w 
了 = 
45. 2215 了 
人 ,676 
口 , 07379 


StatS = 
如 .035D0 1.7569 0.1780 
但 stats 的 值 表明 在 显著 水 平 0. 05 下 模型 不 成 立 。 残 差 面 有 4 个 异常 点 。 如 图 7-6 所 示 。 
%M 文件 eg7 2.m 
CILeary CLoSeY 
data= [167 50 85 
179 63 93 
区 (数据 省 略 ) 
166 50 69]; 
一 102 一 


Testlual case order plot 
30 





册 | | 

咱 | 风 由 ， 和 

中 0 烛 本 风 网 有 
和 

一 20 了 本 加 
下 1 加 牢 掀 圳 的 双 起 ET 

嫌 aS6 PUTILbeT 
图 76 回归 分 析 残 热力 
#% 均值 和 标准 差 


datamnean = meankdatay》 

datast 二 = Stdad datay) 

*# 作 图 

h = data(:，1)y w= data(:，2)4 S= dataf:y， 3)5 
subplott1，3，1); hist(h);f titlek 身高 :>， 
subplot(1，3，2); histCw)s titlIet 体重 ')， 
subplot(1，3，3)+ hist(s)+ titlie( "体育 上 成绩 ); 

外 验 数 估计 

[h_hat,temp, h _ ci] = normfitCh，0.05)3 

h_hat,h_ ci 

[w_hat，temp，W _ cI] = normfitCw，0.057; 

What。，W_ ci 

*# 假设 检验 

[h_ reply, h sig] = ztest(h，168.3，stdth)，0.05) 
[w_reply,， WwW_ sig] = ztest(w，56.2，stqdtbhy，0. 05》 

# 相关 性 分 析 

Cer = COrTCDe 上 (cat) 

Eigureli 

subpiot(1,， 3，1); plot(h，w，'o' 3 title( 身高 一 体重 ); 
subplot(1，3，2)i plot(h，s，'o') title( 身 商 一 成 绩 )# 
subplot(1，3，3)41 blet(w。s，'o'); title( 体重 一 成 绩 )， 
*# 回归 分 析 

x= [onesf100，1) ，h， wj 

[b，bint，z，zrjint，stats] = TegTeSS(S，X，0.05]14 

卫 ， 3 引 七 Ba 七 号 


figurei FrCOPLottr， 了 inty》 
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$7.6 实验 习题 


1 在 上 海 市 环境 卫生 管区 ,操作 工程 师 是 在 有 竞争 性 的 公务 员 考 试 基础 上 拼 录 用 的 。 
1998 年 有 223 人 申请 15 份 工作 ,考试 分 数 排列 在 下 面 ,将 其 按 增 加 的 顺序 排列 并 作出 数据 
芍 直 方 图 .在 此 基础 上 ,有 人 指控 评分 是 在 操纵 下 进行 的 ,你 能 解释 为 什么 吗 ? 

34 35 8 6 6 4 43 5 60 9% 9%2 81 
78 47 8 6 8 5 6 39 39 37 4 75 
47 93 5 44 29 4 83 5 33 45 80 41 
48 66 63 4 903 和 4 2 37 33 39 39 
30 69 4 生 1 4 条 析 和 6 5 绚 全 52 59 
42 58 史上 加 11 和 和 8 80 74 5 31 
50 47 36 56 48 时 5 9 33 5 52 73 
90 69 5 3 6 权 2 和 和 36 43 5 
67 61 3 30 8 5 30 8680 8 56 85 32 
5 8 4 9 的 绚 31 56 5 68 好 入 
58 48 5 于 7 9 和 
9 8 6 6868 48 5 7 44 57 9%5 0 34 
6 39 34 46 外 5 6 46 58 54 54 
92 37 8 37 74 和 2 的 83 上 妈 46 46 4 
48 6 861 37 的 5 8 3 5 9 50 人 
61 46 63 4 59 3 1 4 6 和 46 33 
4 72 6 和 4 37 中 83 3 60 各 和 妇 
27 3 27 66 2327 5 5 5 4 40 5 缉 9 
43 5 8 4 30 有 2 33 


2 表 ?7-2 给 出 了 1930 年 各 国人 均 年 消耗 的 烟 支 数 以 及 1950 年 男子 死 于 肺 痛 的 死亡 
率 ( 注 ;研究 男子 的 肺癌 死亡 率 晤 因为 在 1930 年 左右 极 少 的 妇女 盟 烟 ,记录 1950 年 的 肺 半 


死亡 率 是 因为 考虑 到 妖 烟 的 豆 应 要 有 一 段 时 间 才 能 显现 )。 
烟 水 耗 量 





才 7-2 


1950 年 每 百 万 
男子 死 于 肺 彤 人 数 | 













1950 年 每 百 万 
盘子 死 于 肺 疹 人 歼 





滥 恕 进 戎 洋 | 鱼 
到 上 比 宝 辕 对 | 钢 


1930 年 人 均 
烟 消 耗 虹 


480 
500 
380 

















[本 FF 锅 党 图 


《1) 画 出 该 数据 散 点 图 : 
《2) 该 散 点 图 有 是否 表明 在 明 烟 多 的 人 中 间 肺 癌 死 亡 率 较 高 ? 


(3) 计算 两 列 数据 的 相关 系数 。 
一 104 一 


3 下 图 中 的 6 个 艇 点 图 分 别 县 有 如 下 相关 系数 
下 .一 .97 
请 将 相关 系数 与 艇 点 图 相配 。 














《6 《全 
图 77 习 同 3 图 


4 《〈 两 个 总 体检 验 ) 设 ri，zi，…，xo 为 来 自 正 态 总 体 寻 均值 由， 方差 可 ?的 样本 ,yi， 
yo 为 来 自 正 态 总 体 ? 的 样本 (均值 户 , 方 莹 本 }06 Pay oo 已 知 ), 目 相互 独立 ， 
ma. 力 起 够 大 。 

再 :一 针 ， 百 ] : 肌 关 筑 ( 误 和 人 > 内 站 < 二 生 ) 


检验 统计 量 避 = -二 三 - ~ N(0，1)， 写 出 拒绝 域 并 编写 MATLAB 程序 。 






5 某 大 学 随机 地 取 200 名 男生 和 100 名 女生 ,查阅 他 们 的 微 积分 期 终 成 绩 ,结果 发 现 
男生 的 诗 均 分 为 73 分 ,标准 装 为 17 分 ;女生 的 平均 分 为 76 分 ,标准 差 为 45 分 ,所 观察 到 的 
数据 能 否 断 言 女生 的 数学 成 绩优 于 男生 ? 如 果 标 准 差分 别 为 7 分 和 5 分 电 ? 

6 某 保健 食品 商 声 称 学 生 服用 该 保健 食品 一 个 月 后 能 提高 他 们 的 数学 能 力 和 成 绩 ,为 
了 查 明 此 保健 食品 是 否 真 的 那么 神 , 设 计 了 一 次 实验 :随机 地 选取 500 名 学 生 , 并 将 他 们 哺 
机 地 分 为 疯 个 组, 甲 组 服用 保健 食品 , 乙 组 服用 模样 .品味 与 保健 食品 一 样 的 葡萄 糖 丸 。 两 
组 同学 以 为 自己 在 服用 保健 食品 ,一 个 月 后 进行 一 次 数学 考试 ,结果 甲 组 的 平均 分 是 73 分 ， 
标准 差 为 18 分 ;! 乙 组 的 均 分 是 71 分 ,标准 差 为 17 分， 其 间 的 差异 是 由 于 甸 会 变异 引起 
还 是 保健 食 驯 真 的 起 了 作用 ? 

7 20 世纪 60 年 化, 美国 提出 了 一 种 “和 负 收 入 税 ”, 对 低 收入 进行 补助 而 簿 是 向 他 们 收 
税 ,这 项 福利 计划 会 造成 受益 人 不 工作 吗 ? 在 新 泽 西 州 的 三 个 城市 徽 了 一 项 实验 来 寻求 管 
案 。 母 体 出 这 些 城市 的 1 万 个 低 收 入 家 庭 组 成 ,从 中 贿 机 选 出 225 个 家 庭 实施 负 收入 税 ， 
400 不 家 宪 作 为 对 照 , 假 定 这 400 个 家 庭 示 会 因为 他 人 获 补助 而 对 自身 产生 影响 。 对 这 625 
个 家 庭 跟踪 3 后 。 
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(1) 对 照 组 家 庭 在 3 年 期 间 平 均 受 雇工 作 ?000 小 时 ,标准 羡 是 3900 小 时 ; 获 益 家 庭 则 
半 均 受 雇 工作 5200 小 时 ,标准 益 是 3400 小 时 , 郴 个 平均 数 之 间 的 差 是 属于 机 会 变异 吗 ? 

2) 对照 组 中 ,88 闻 的 户主 要 雇 , 而 实施 负 妆 人 税 的 家 庭 中 ,82 折 的 户主 受 雇 , 这 两 上 百 
分 数 之 间 的 差异 是 统计 显著 的 吗 ? 

8 得 到 某 商品 的 需求 量 .消费 者 的 平均 收入, 商品 价格 的 统计 数据 如 表 7-3 所 示 ，, 建 立 











回归 模型 并 进行 检验 ,估计 平均 收入 为 1000, 价格 为 6 时 的 商品 需求 量 。 
表 7-3 
需求 节 100 ?5 8 70 50 65 90 ]100 110 6 
收 大 1000 6 1200 5 300 400 1300 1100 1309 300 
价 榈 5 了 四 日 名 7 3 昱 





9 某 人 记录 了 21 天 使 用 空调 器 的 时 间 和 使 用 烘 于 器 的 次 数 ,并 监测 电表 以 计算 遇 每 
天 的 耗 电量 (kWh) 与 空调 器 使 用 的 小 时 数 和 烘 干 器 使 用 次 数 之 间 的 关系 ,记录 数据 见 表 
7.4, 试 建立 并 检验 回归 模型 ,诊断 是 否 有 异常 点 。 











表 了 -4 

序 号 1 2 3 1t 5 于 ? 8 自 10 11 
硅 电 禾 5KWby 35 63 下 和 17 84 ?389 9S 66 94 82 78 
小 时 数 1.5 二 5. 和 了 昌 8. 5 . 13,5 中 .和 12.5 7.5 及 .5 
使 用 次 煞 1 ? 2 们 3 呈 1 1 1 2 呈 
一 一 -一 人 

序 号 让 13 14 15 16 1? 18 19 20 21 

耗 电 闻 fk 虽 65 77 75 6 85 43 57 33 65 33 

小 时 数 吕 . 昌 7.5 呈 . 站 了 .各 12.0 下 2.5 5. 疙 ?7.5 全 .站 

使 用 次 数 1 2 2 1 1 器 3 上 1 吕 





7.7 补充 知识 : 非 线性 回归 


1. 评 数 据 去 除 

若 确 认 列 状 数据 为 来 自 同一 总 体 的 样本 ,那么 钨 大 部 分 数据 应 在 均值 的 4 或 5 个 标准 
偏差 之 内 , 因 一 些 外 在 因素 往往 会 有 一 些 “ 坏 数据 ?( 异 常 大 或 异常 小 ) 混 杂 其 中 , 这些" 坏 数 
据 ? 往 往 会 严重 影响 统计 量 的 计算 结果 ,从 向 影响 统计 推断 的 正确 性 ,所 以 应 该 去 除 ， 另 一 
种 方式 是 按 一 定 百分比 删除 掉 最 大 和 最 小 的 一 部 分 数据 ,例如 各 噜 除 2. 5%。 坏 数据 去 除 
后 ,统计 量 需 重新 计算 。MATLABH 统计 数据 箱 函 数 trimmean 提供 了 后 一 种 方式 。 








| rammemntdeen， percent) 所 略 数据 F 下 各 E so %% 后 的 均值 ， 人 一 percente 一 100。 











设 列 状 数据 为 cdata, 可 用 下 列 M 函数 trim. m 去 除 “ 坏 数据 (默认 技 4 售 标 准 偏差 ) 
%M 盏 数 trim. tm 
function data = 七 rimteCata，outvyBal) 


一 了 J66 一 


寺 去 除 坏 数据 ,包括 HeN，Inf 和 漠 常 大 小 数据 

$ cata: 列 状 数据 ,每 列 来 自 一 个 总 体 

$ outval: 系 数 因子 , 离 均值 超过 outval 倍 标 准 差 被 判 为 异常 大 小 ,默认 值 为 4 
1E nargined2outval =4; erld 

outliere=(〔isnanfaata) |absfdaata) == inf)， 


[ma ， 表 ] = Sizefdata)y mu = 和 eaTmt datay》i 各 19ma = SG(datay)y# 





Out]liers = OutlierSs +〔【apbstdata 一 
onesf，17* myoutval* onesfn，t)* sigma7 5 
了 斩 ?1， 

datafanyfcoutliers ),:)=[]; 
已 5 已 

dataffind(outliers ) :=[]; 


em 过 


然后 在 命令 窗 喇 用 
》cleary c = [ones(100，1)5100] 站 含有 一 个 不 正常 的 太 数 100 


》meangecy，trinmesante，5) %trimmnean 化 略 上 下 各 2.5 站 的 均值 
站 也 当 一 
.98 人 
anmS 一 
了 
》e = 上 trimgc)y meanfc) % 坏 数据 已 被 清除 
Ens 一 
1 


2.。 单个 正 态 总 体 期 望 的 上 检 驻 { 涉 样本 检 驻 ) 
若 ， 不够 大 且 方 差 玉 未 知 ,= 检验 ztest 不 能 用 。 对 于 正 态 总 体 ,可 用 上 检验， 检验 统 


计量 了 = “个 ~ tn 一 D， 拒绝 城 | 了 | > 和 ne( 或 了 写生 卫 人 sats 现 攻 tee 


3 1 


给 出 上 检验 法 。 使 用 格 世 











[h，sig] = 二 est( 凑 ， 阴 ， 己 JPha ， 七 aa 并 》 








参数 含义 同 ztest。 

3。 两 个 正 恋 总 体 期 望 的 上 检验 (小 样本 检验 ) 

设 让 1， 二 8 为 来 各 正 态 总 体 IAAI ， 到 ) 样 本 ,加 ， We 为 来 自 正 态 总 体 
Cs 到 ) 样 杞 (0 | ec 未 知 ), 且 相互 独立 。 


刀 :5 一 刀 ， 万 1 :Ai 天 吕 ( 或 内 人 Ai 和 < 拉 币 ) 
一 了 07 一 





一 17sx 十 (一 ])3 


检验 统计 量 了 = 一 = 一 一 你 因 十 一 2) ,其 中 心 =/ 包 克 二 mA 一 3 


-5 


拒 钨 域 | 了 了 | 1 或 本 伴生 了 < 志 使 用 号 主 且 二 吕 古 数 十 七 号 St 使 用 丧 式 








] 
[h，sig] = ttest2(x，y，&Lpha，tail) 


参数 含义 与 ztest 类 似 。 
钢 3 对 其 种 牌子 的 毛纺 织 卓 进 行 扣 度 试验 ,已 经 测 得 数据 (了 磅 /平方 英寸 ) 见 表 7-5。 











表 7-5 
甲 ” 钼 上 3 有 127 34 1325 
乙 外 H54 157 135 1 总 130 134 


设 毛 纺织 品 强度 服从 正 态 分 布 , 到 = = 0.05， 问 两 个 牌子 的 毛纺 织品 平均 强度 是 否 有 
显著 善 异 ?〈 设 方差 相等 》 

解 : 本 问题 是 两 正 态 总 体 期 望 的 假设 检验 问题 。 设 各 ， 心 分 别 为 两 个 牌子 的 万 纺织 郧 
平均 强度 ， 


互让 ,天 和 


利用 : 检验 ttest2 解决 。 
yclear; x=fl138 129 134 125]4Y=[154 157 135 140 130 134]; 
多 [县 ，83g] = 廿 teet2KX， 了 YY 
一 
由 
Si 区 一 
0. 1239 
可 见 不 羔 拒绝 Fi , 即 应 认为 二 者 无 明显 差异 。 
4， 把 合 度 入 检验 
假定 样本 S 有 上 个 可 能 的 大 体 取 值 或 有 大 个 分 组 ,实际 组 频数 分 别 为 mm ， 心 ，…， 雪 
(一 般 要 求 大 于 3) 。 现 在 要 分 析 这 批 数 据 与 一 已 知 概率 分 布 忆 是 否 相符 。 
五 , :S 来 自己 ,Hi :5 不 来 自己 


检验 统计 量 z 一 空 二 好 直 一 访 ， 其 中 户 是 分 布 已 相 应 于 夺 个 分 组 的 理论 组 


频数 。 拒 纺 域 好 闪 -下列 M 耳 数 chi2test. 旦 给 出 这 一 检验 法 。 
迪 M 函数 chi2test. m 
functjion [h，sig] = chi2testtn，Xx+，P，BLpha) 
s 分 布 拟 合 度 检验 
$ mn: 数据 总 数 
多 x: 实 际 组 频数 向 莉 
% B: 理 论 组 频数 向 量 
一 10 一 


4f nargint4，alpha=0.05;4 end 
主 minfsizefx))~ 人 =1|minfsizetp))…= 工 ， 
errorf 'x，P must be vectors ); 

end 

kx = lengthfx)z kp = 1engthfp)# 

kx = KP， 

errOT{ Dimension of vectors must be agree ?4 

end 

chi2 = Sungfx-p) .2.7p) 

了 = 昌 ; 

siG=1 一 chi2cdftkchi2，KX 一 1) 

让 sigtalphay，h= 1 end 
作为 一 个 示例 ,生成 100 个 正 态 分 布 随机 数 ,再 检验 这 批 数据 是 否 服从 正 态 分 布 。 
》elearji CLoSsey 
ydata = normrnd(600,，163，100，1)， 上 冯 模 拟 数据 
》histtkedata，10) 
》[n，x] = hist(data，10)4 外 mm 为 实际 组 频数 向 量 
》xbar = hear datahy ，8Jgma = 5ddatay》 
Xbay 一 

610. 9822 
Si 多 Ta 一 

163. 2051 
》g=《x(1:(length(ny -1)) +x(2:1ength(n)))723 
》g1 = [9,，g]， 92 = fg，1300]; 
yp = normcadf(g2，xbar，sigma) - normcdf(g1，xbar，3jigma) : 
》p= 100* pi[h，sig] = chi2test(100，n，P) %% bp 为 理论 组 频数 向 量 


和 一 

0 % 接 受 原 假设 
Si 名 一 

0, 4402 

5s。 独立 性 妨 检 驼 


设 恋 量 的 取 值 分 为 * 组 , 尹 的 取 值 分 为 上 组 ,Cu 表示 取 第 ;组 .3 取 第 / 组 的 频数 ， 
五 。:e 与 ?了 相互 独立 ,五 :与 了 不 独立 


CC 一 ,7 ”和 苦 
检验 统计 量 姑 一 > CC 二 一 和 Ce) 其 中 本 一 
i21 3 一 1 


拒绝 域 大 盖 和 
例 4 研究 人 员 试 图 评价 某 拥 有 6000 多 雇员 的 保健 组 织 内 的 禁烟 政策 。 在 禁烟 今 设 
-- 189 一 


立 后 4 个 月 ,研究 人 员 随 机 地 选择 687 名 究 员 进行 民意 调查 。 他 们 给 这 些 雇员 中 的 每 一 位 
寄 去 了 问答 卷 并 要 求 功名 返回 .454 位 奇 加 了 问答 卷 。 回 等 者 的 年 龄 .性 别 和 受 雇 村 间 的 
分 布 与 整体 雇员 的 相 类 同 ， 回 答 者 提供 了 吸烟 状况 和 对 禁烟 令 的 认可 的 信息 , 见 表 7-6。 





囊 7-6 
对 禁烟 令 的 蛮 度 
职 烟 执 贾 
试 可 不 认可 不 确定 
具 末 吸烟 237 了 1 
以 前 或 烟 者 106 4 ? 
秽 时 大 烟 者 24 32 1 





“ 阴 烟 状况 ”与 “对 禁烟 令 的 态度 ?是 雇 员 总 笨 的 两 个 变量 ,等 价 地 ,它们 相 豆 独立 本 ? 
解 : 本 是 为 独立 性 祝 检验 , 设 
五 ,:“ 阴 烟 状况 ”与 “对 禁烟 令 的 态度 ”独立 
妞 , :“ 豚 烟 状 砚 " 与 “对 闪 烟 令 的 态度 "不 独立 
写 出 下 列 M 脚本 eg7 _4. 年 。 
M 和 脚本 eg7 4. 吓 
cleari C=[237 3 10 106 4 7 24 32 1 
了 = sumkc sum(C)7 sumtsumC))5 
Chi2 = SuCSUNRKCC-E) 2， 》 
CI 让 = Chi22nvf0.95，9) 
了 = chi2yerit 
计算 结果 h= 王 1, 拒 忽 Ho ,即兴 为 不 独立 。 
chi2 一 
15 名 .1 1 工 2 
czrit 一 


16. 919 


1 
6， 非 线性 癌 归 


Fbeta, BR，J] = nlinfit(z，y7，'model ，beta0) 
其 中 :model: 和 枢 型 的 M 形 数 名 ,此 M 函数 形式 为 
y 和 一式 beta，x) ，beta 为 参数 ; 
xs: 因素 数据 矩阵 ,每 列 一 个 变量 
y: 响 应 数据 向 量 ; 
beta0 :参数 选 代 新 值 ; 
beta: 返 回 参 数 估计 值 ， 
R: 返 回 残 养 ; 
了 ;返回 用 于 估计 预测 误 状 的 Jaeobi 矩阵 。 
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例 5 (化 学 反应 速度 与 反应 物 含 重 ) 在 研究 化 学 反应 过 程 中 ,建立 了 一 个 反应 速度 和 
反应 物 含量 的 数学 模型 ,形式 为 
癌 2 一 孚 


了 一 1 十 太 z 十 尺 xs 十 忆 忆 





其 中 吕 , 吧 , 房 , 有 ,及 是 未 知 的 参数 ,zi，z，2za 是 三 种 反应 牺 ( 氧 .AN 成 烧 、 异 构成 烧 ) 的 
含量 了 是 反应 速度 。 今 测 得 一 组 数据 见 表 7-7, 试 由 此 葡 定 参数 名 和 应 下 丘 已 及 虽 已 给 其 
参考 值 为 (1，0. 05，0,. 02，0. 1，2)。 


表 7-7 化 学 反应 速度 与 反应 物 含 量 


















































让 二 和， 39 100 199 1 
7 _ | 了 .人 4 芭 总 80 65 
呈 业 ， 35 二 7 1930 下 
自 13. 00 100 309 84 
10 吕 . 5 100 300 ] 10 
1 站 .05 100 0 120 
| 
了 1T1. 32 中 5 300 10 
13 3,.13 踢 5 190 2 


00M 阴 数 statsfun. in 

Eunctozmn 了 = Satgsfun(betaea， 基 ) 

bl = betaf1y# 

b2 = betat23 

b3 = beta(37# 

ba4 = beta(C42)4 

b5 = peta(513 

xl =Xf:，1)， 

x2 =XC:，221 

x3=XKC，371 

YY= (bl*x2-x3/b5)./(1+b2*xL+b3*x2+bdasx3)3 

求解 如 下 


》x = [470，285，470，470，470，100，1t00， 470，100，100，1DD，285 ，285; 
一 了 IT 一 


300，80，300, 80，80，190，80，190，300，300，8B0，300，1904 
10，10，120，120，10，10，65，65，54，120，120，10，120] 

》7= [8,55，3.79，4,82，0.02，2.75，14.39，2.54，4.35，13，, .， 
8.5，0.05，11.32，3.13]; 

》beta0 = [1，0.05，0.02，0.1，2】: 

少 [beta，R,， 了 本] = nlinpfitfx，Yy， "statsfun' ，beta0)， 


》beta 回归 系数 
beta 一 

1 2526 
0.0628 
0.0400 
0. 1124 
]. 1914 

》betac1i= nlparcitbeta，R，J) $ 置信 区 间 

betacl 一 


一 0.7487 3.2519 
一 口 . 0377 0.1632 
一 0.0312 0.1113 
一 站 .0609 0.2857 
一 0.738t 3,. 1208 
》pre，delta] =nlpredcif "statsfun' ，x，beta,， R，J) 5 # 预测 上 特 计 ) 
yplot(x(:，1T)， Yo xf ，1)，YPre， 
结果 如 锣 7-8 所 示 。 








100 200 300 400 500 
图 ?7-# 7 与 xl 的 关系 


可 见 从 第 一 个 变量 关系 上 用 回归 方程 得 出 的 稍 计 值 与 真 值 很 接近 。 

7. 补充 习题 

10 学 生 中 流传 在 农 阿 华 州立 大 学 黄道 十 二 家 上 行走 将 会 在 下 一 次 考试 中 失败 这 一 蕊 
证 说 法 ,随机 抽取 458 名 学 生 询 问 他 们 的 鼠 讳 情况 :195 名 在 黄道 上 行走 而 263 名 选择 绕 过 
它 。 在 黄道 二 二 宫 上 行走 的 195 名 学 生 中 60 名 女生 , 另 135 名 是 男生 。 吕 开 黄 道 的 110 名 
是 女生 ,153 名 是 男生 。 在 黄道 上 行走 的 行为 这 一 属性 与 性 别 属性 是 否 存在 着 相关 性 ? 

11 怀孕 妇女 分 妊 开 凑 志 同 存 - -天 中小 时 内 是 一 败 的 吗 ? 为 揭示 该 问题 ,研究 人 员 记 
录 了 1186 名 怀 划 妇女 的 分 妙 时 间 ,他 们 将 从 半夜 开始 共 34 个 小 时 的 观察 值 列 在 表 7-8 中 。 
一 112 一 


数据 是 否 表明 分 妖 开 始 时 间 在 一 天 24 小 时 内 一 致 ? 








囊 7 
小 时 站 数 小 时 频 雪 小 时 先 数 小 时 频数 
1 5 7 58 13 21 19 4? 
2 73 8 47 14 31 20 3 
3 史 9 9 人 15 40 21 3 
4 88 19 53 16 24 32 44 
5 68 11 47 17 37 23 7 
6 12 34 18 31 24 59 


12 《商品 销售 量 与 价格 ) 某 厂 生 产 的 一 种 电器 的 销售 指数 了 主要 与 竞争 对 手 的 价格 
X1 和 本 三 的 价格 Xs 有 关 。 表 7-9 是 该 商品 在 10 个 城市 的 销售 记录 , 试 根 据 这 些 数据 建立 
Y 与 X, 和 Xe 的 关系 式 ,对 得 到 的 模型 和 系数 进行 检验 。 若 某 市 本 厂 产 品 售 价 160( 元 ), 竟 
争 对 手 售 价 170( 元 ) ,预测 商品 在 该 市 的 销售 指数 。 


表 79 商品 锡 售 县 了 与 价格 瑟 ] 部 2 








]20 ] 4 190 1390 155 175 125 145 18 15 息 
100 1 1 39 15 宇 1 上 5 250 270 30 2500 
102 109 1 了 46 33 2 的 65 85 
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实验 八 _ 口 轮 设 计 ”插值 与 拟 合 


本 实验 中 我 们 学 习 数 据 播 值 和 拟人 各 的 基本 方法 和 相关 的 MATILAEB 命令 ,并 研究 凸轮 
设计 和 人 口 数 据 揪 侣 等 应 用 问题 。 补 充 知 识 分 绍 了 MATLAB 的 样 条 函数 工具 荐 和 多 元 播 
值 方法 以 及 海底 测量 问题 不 规则 数据 播 值 ， 


#8.1 引 例 : 万 能 拉 拔 机 凸轮 设计 


在 万 能 拉 拔 机 中 有 -一 个 圆柱 形 凸 轮 , 其 底 圆 半径 R = 300mm', 凸轮 的 上 端面 不 在 同一 
平面 上 (如 图 8-1 所 示 ) :而 要 根据 从 动 秆 位 移 变 化 的 需要 进行 设计 制造 。 

根据 设计 要 求 , 将 底 圆周 18 等 分 ,旋转 一 半 。 第 :个 分 点 对 应 柱 高 轨 0 一 0，1. 2，…， 
18) , 拔 据 见 表 8-1 。 为 了 数控 加 工 ,需要 计算 出 圆周 任 一 点 的 柱 高 。 


雪 &1 闻 束 离 度 的 数据 (单位 :mmy) 














我 们 将 圆周 展开 , 呵 册 对 应 的 柱 黄 曲线 。 

交 eLeary CLOSE 

史 x = Linspaced0，2* pi 300，19731 

yy= [502.9 525.0 514.3 451.0 326.5 188.6 92.2 59.6 62.2 102.7... 
147.1 191.6 236.0 280.5 324.9 369.4 413.8 459.3 502.8j]; 


》p1ot(x，Y，'o)，axis([0，2000，0，550]); 
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图 31 万 能 垃 披 机 西 轮 示 意 力 图 82 凸轮 柱 高 数据 图 
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可 见 柱 丫 形成 一 条 立 形 曲线 。 如 图 82 所 示 ， 现在 的 问题 是 ,怎样 给 出 分 点 之 外 的 柱 高 呢 ? 
$8.2 理论 基础 :数据 据 值 和 拟 合 


在 午 产 实践 和 科学 研究 中 ,常常 有 这 样 的 问题 ,由 实验 或 测量 得 到 变量 间 的 一 批 离散 样 
点 ,要 求 得 到 变量 之 问 的 汤 数 关系 或 得 到 样 点 之 外 的 数据 ， 与 此 有 关 的 一 类 问题 是 鳞 值 问 
题 。 当 原始 数据 (mym，trm， om) (zy，3) 精 度 较 高 ,要 求 确定 一 个 初等 郴 数 y = 
Pkz7 (一 般 用 多 项 式 或 分 段 多 项 式 珊 数 ) 通 过 已 知 各 数据 点 , 即 
光一- 卫 0， fi 一 站 ， 1， 人 


另 一 类 是 数据 氢 合 问题 。 当 我 们 已 经 有 函数 关系 式 , 而 其 中 参数 未 知 或 原始 数据 有 误差 
时 ,我 们 确定 的 初等 丽 数 y = PCz) 并 不 要 求 经 过 数据 点 ,而 是 要 求 在 某 种 上 离 意义 下 的 误 
差 达 到 最 小 (通常 考虑 使 攻 数 据点 误差 平方 和 最 小 ) 。 








i， 分 段 钱 性 插值 
这 是 最 通 价 的 一 种 方法 ,直观 上 就 是 将 各 数据 点 用 折线 连接 起 来 。 如 果 
ai 《8.1) 
著 么 分 笑 线 性 插值 会 式 为 
PC) = 过 一 一 y， 莹 一 全 1 


可 以 证 明 , 当 分 点 足 禹 细 , 分 段 线 性 插值 是 收 敏 的 ， 其 缺点 是 不 能 形成 一 条 光 请 曲线 。 
2z.， 多 项 式 插 值 ， . 
给 定 在 1 点 的 秆 为 1 设 有 7 次 多 项 式 


有》 GE 十 四 和 十 和 让 生 十 好 w 
通过 所 有 ?十 1 个 点 。 那 么 


om 十 Qi 十 十 GE 十 4 一 二 ] ，…， 天 《38. 3) 
可 以 证 明 当 各 一 # 有 展 zo， my， …，- 木 相同 ,这 样 的 多 项 式 存在 县 唯一 。 若 要 求 得 郴 数 
表达 式 ,可 直接 解 方程 组 (8. 3)。 若 只 要 求 得 数 在 插值 点 处 散 值 ,可 利用 下 列 Lagrange 插 
值 会 式 
PoO= xf 车 王 ) (8.4) 
41 一 0 了 


多 项 式 播 值 光 滑 但 不 具有 收 和 敛 性 ,一 般 不 宜 采 用 高 次 多 项 式 ( 如 阅 >> ?7) 插值 。 


3. 样 条 插值 
样 条 本 来 是 绘图 员 用 于 数据 放样 的 工具 。 在 画 曲 线 时 要 求 经 过 一 些 设 定 值 且 值 营 条 曲 


线 都 很 光滑 ， 以 后 逐 放 发 展 成 为 一 个 应 用 瓜 为 广泛 的 数学 分 支 。 现在 数学 上 所 说 的 样 条 ， 
实质 上 指 分 嚼 多 项 式 的 光 请 连接 ， 

设 有 区 间 [e, 纪 的 一 个 划分 58. 1) 式 , 称 分 段 国 数 SCzr) 为 大 次 样 条 函数 , 若 它 满足 

(1) StCz)? 在 符 个 小 区 间 上 是 次 数 林 超过 点 次 的 多 项 式 ; 
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《2) SCz)? 在 Le, 人 上 具有 直到 “一 1 阶 连 续 导 数 ; 
用 样 条 函数 作出 的 插值 称 为 样 条 搬 值 。 工 程 上 广 证 采用 二 次 样 条 搬 值 。 

于 民 二 次 多 项 式 共 有 4a 个 参数 ,光滑 性 条 件 售 3(z 一 1) 个 约 东 , 撒 值 条 件 售 "十 + 个 约 
东 . 从 而 三 次 样 条 插值 结果 不 唯一 。 另 外 需要 两 个 定 解 委 件 。 通 常 有 下 列 4 炎 条 件 :; 

(1) 非 扭 结 , 第 一 .二 端 和 多项式 三 次 项 系数 相同 ,最 后 一 段 和 贷 数 第 二 段 三 次 项 系数 相同 

《2) 一 阶 导数 : S (xzo) 一 加， 9S (zso) 一 加 

(3) 二 阶 导 数 : Sr 一 Sr 一 
特别 有 自 续 样 条 :; SCzo) 一 0,，3S (ze) 一 0; 

《4) 周期 样 条 : S ro) -= Sr ，S ro) 一 SCz) (前提 和 条件 SCro) 一 SCzo))。 
当 原 函数 为 局 期 两 数 或 封闭 暴 线 , 宜 使 用 周期 样 条 。 

理论 上 ,插值 样 条 函数 可 由 约 东 条 件 方程 组 解 出 ,但 这 一 方程 组 往往 是 病态 的 。 克 服 这 
-~- 转 难 的 方法 有 两 种 。 一 类 是 “三 弯 距 ?法 ,将 问题 转化 为 一 个 良 态 方程 组 求解 ， 另 一 类 是 呈 
样 条 ,这 一 方法 与 Lagrange 撒 值 公式 类 似 .可 不 必 解 方程 组 (参见 文献 [9])。 

4. 最 小 二 和 陛 拟 全 

假设 已 知 函 数 y = 六 ec，z) 《这 里 < 和 = 均 可 为 向 量 ) 的 一 批 有 误 善 的 数据 (z,， 沪 
; 0，1,， ，…，n， 要 求 据 此 确定 参数 <。 这 样 的 问题 称 为 数据 氮 合 。 最 小 二 习 法 就 是 求 “使 
得 残 差 平方 和 





Qt 一 人 (yy 一 cz (8. 5) 
2 


达到 最 小 ， 当 了 关于 < 是 线性 冰 数 ,问题 转化 为 一 个 线性 方程 组 求 角 , 且 其 解 存 在 叭 “。 如 
果 了 关于 是 非 线性 冰 数 , 回 题 转化 为 一 个 函数 极 值 问题 ,其 解 往往 不 唯一 且 依 赖 于 初 什 先 
取 。 这 里 的 建 模 原 理 实质 上 与 实验 七 中 回归 分 析 是 一 致 的 。 


8.3 数据 拟 合 MATLAB 命令 


BolYEit 多 项 式 拟 合 和 插值 ; leasts 最 小 二 乘法 : 

Bolyrval 客 项 式 求 俏 ， CUTVeE it 此 线 氢 合 : 

interBp1 一 元 插值 ; CSape 各 种 边界 条 件 的 样 条 插值 ; 

splLine 样 杀 插值 ， fnBlt 样 条 结 档 的 狠 形 ， 

BPYal pp 样 条 求 值 ; CSsaps 样 条 光滑 氢 合 ; 

UnakPPpB pp 样 条 展开 ， interp2 二 元 揪 俩 ; 

mkpP 形成 pp 式 ; griddat 记 杂乱 数据 插值 ， 
leastsqd，curvefit 需要 优化 工具 箱 (optim) 支 持 ,csape，fnpit，cSsaps 需 查 样 条 函数 

工具 箱 (splines) 支 持 。 


1. 多 项 式 插值 和 拟 合 
对 于 多 项 式 函 数 的 插值 和 拟 合 ,有 一 个 方便 的 方法 。 











pb = polyfitktx，Yy，k) 用 k 次 多 项 式 氢 合 向 量 数据 4x， y) ,返回 多 项 式 的 降 震 系数 ， 
当 上 不 入 一 ] 时 ,polyfit 实现 多 项 式 搬 值 ， 
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例如 , 现 有 数据 。 








》clearr x= [0.1，0.2，0.15，0，-10.2,0.3j; 
》7Y=L0.95，0.84，0. 86，1.06，1.50，0.72]; 
》p = POIYEIECXx，7，2) 奴 二 次 氢 台 客 项 式 p(1) 磁 十 pf2)x 十 PC3) 
p 一 
1.7432 一 1. 6959 1.0850 
》XIi= 一 站, 2:0.0140.3; 
首 二 DDLYVaL{D，X1) 5 SUbplotkt2，2，1)5 
》pJIot(x，7y，' Xi，YT，k )， 
$titlet polYE 让 ") ; 
》DP = Polyfitkx， 7，5) 听 五 次 氢 全 多项式 (等 价 于 老 项 式 插 值 ) 
p 一 
1.0e 十 003 
一 1. 8524 0.7560 0.0079 一 0.0275 0. 0010 0,.0011 
为 有 = POLYYal(P，KXT?i SUbplotft2，2，23# 
》PlLotfx，7y，"o，Xi，YiI，K 3 
* 寸 让 et polyinterp ); 
2、 一 元 插值 





Yi = interpltxz，yr，xi)y 根据 数据 (x，7) 给 出 在 的 分 段 线性 插值 结果 。 
Yi = interpt(x，Y，xi，"spline'》 使 用 三 次 样 条 插值 。 
Yi= interpI(x，Yy，xi，'cubic') 使 用 分 段 三 次 插值 





interpl 要 求 x 是 单调 上 升 的 , 旦 只 能 做 内 蕃 。 对 于 上 述 数 据 , 改 写 
3x=[-~-0.2.0,0.1,0.15，0.2,，0.3]; 5% 单 调 上 升 

?= [1.50，1.06，0.95，0.86,，0.84，0.72]， 忽 当 然 y 也 相应 改变 
》xi= ~0.24:0.01;0.3; 

罗 人 = IntezP1{X，Y， 共计 归 分 段 线性 播 值 
》subplef(2，2，3) 

》plot(z，Y，!'07， xi，Yi， kk ) 

》titIef'1inear' 7 

》yi = interpl(x，7，xi，'spline' ); 5 三 次 样 条 插值 
》Subplott2，2，4) 

》plot(x，y，!o'， xi Yi，k ) 

》t 让 lef'spline' ) 


直观 上 ,多 项 式 捅 值 误 益 大 , 才 项 式 拟 合 不 过 数据 点 ,分 段 线性 狂 值 不 光 消 , 样 条 播 值 过 数据 
一 117 一 


点 且 光 请 ( 妇 图 8-3 所 示 )。 


Polyfit polyintem 
二 1.5 
1 六 1 
05 由 了 
一 0.5 心 心 和 一 性 心 0.5 
linear 吨 ]ine 
.和 1.5 
1 ] 
避 和 | 自 - -| 
一心 心 用 一 三 上 各 和 











雷 8-3 各 种 反 值 销 果 

















3. 三 次 样 条 插值 
YT = 5Plipefxz，Yyy xi 圭 价 于 YIT= interp(z，y，xi， 'spline 3 了 
pp= spline(x, y) 返回 样 条 揪 值 的 分 段 多 项 式 Cpp 形式 )# 
spfine 要 求 x 是 单调 上 升 的 , 且 只 能 做 内 插 。 
[breaks，coefs] = unmkpp(pp) 将 pp 形式 展开 ,其 中 breaks 为 结 点 ,coefs 为 各 段 多 
Yi = ppval(pp，xi)，pp 形 式 在 妈 的 函数 值 。 
考 卡 上述 数据 


》PP = SPLinetx，Y) 1 
光 [Pp，e] = unamkcpPCpP)》 


和 一 
一 0.2000 站 0. 1000 0, 1500 0.2000 0. 3000 

c 一 
一 36. 3850 21. 8592 一 5 1164 1.5000 
一 36.3850 0.0282 一 必 . 7390 1.0800 
227.86995 一 10.8873 一 1 .8249 0. 9500 
一 143.0047 23.2676 一 1.2059 0.8600 
一 143.0047 8169 0.0484 0. 8400 


b 显示 样 条 函数 的 6 个 结 点 ,c 显示 样 条 函数 的 五 个 分 妇 三 次 多 项 式 , 其 中 第 一 段 为 
一 36.3850(z 十 0.2 六 十 21,8592( 六 十 0.2 生 一 5. 1164( 十 0 2) 十 1.5000，0.2 扫 工 生 0 


spline 使 用 * 非 握 结 端点 条 件 , 即 强迫 第 一 .二 端 多 项 式 三 次 项 系数 相同 ,最 后 一 段 和 倒数 
第 二 段 三 次 项 系数 相同 。 这 星 若 用 
》71 = ppval(PP，XI) 
所 得 结果 应 与 上 述 Yi = interpl(x，Yy，xi，'spline ) 一 致 。 
4 非 线性 最 小 二 笋 拟 合 
一 了 8 一 








ec= leastsq('fun ，c0) 使 用 迭代 法 揽 索 最 优 参数 c。 其 中 自 变 量 为 参数 c 的 函数 
fun 是 误差 向 量 y 一 人 ec，x 《xx，7 为 数据 ); 

c = curvefitt fun2'， eco，x， Y) 使 用 更 方便 ,从 外 部 输 人 数据 ,这 里 fun2 为 函数 
fce，X)》。 





leastsqd，eurvet it 是 优化 工具 箱 (optim) 责 数 ,求解 一 般 最 小 二 雪 曲 线 拟 合 问题 。 设 
有 函数 y = .Ac z), 其 中 为 参数 向 量 , 现 有 一 批 有 误 善 的 数据 。 


证 二 1 二 2 7 亚 昌 


旦 区 1 3 1 3 


可 用 leastsqg 或 curvefit 求 解 。 考 虑 用 指数 函数 7 = ae 拟 合 上 述 数据 ， 
凶 M 画 数 fit m 
functiomn 总 = 下 itbtc) 
x=[0.1 0.2 0.15 0 -02 0.3]; 
Y=[0.95 0.84 0.86 1.06 1,50 0.72]; 
已 = 妆 一 CT EXPCCK 2 开 ) 
然后 在 命令 窗口 执行 
》e = leastsdqf( 王 让 '，[L1，1]) 儿 这 里 [1，1] 为 迁 代 初 值 
< 一 
1. 0998 一 1,4923 5 色 结 果 函 数 1.0998 "exp( 一 1.4923x) 
车 用 curvef 让 ， 先 写 M 函数 ， %%M 函数 fit2. m 
Functjiom 荆 = 于 itfun2kcy， 基 ) 
上 = cl1)* expfcC23”X) 
》x=[0.1,，0.2,，0.15，0， -0.2，0.3] 
》7= [0.95，0.84, 0.86，1.06，1.50，0.72]; 
》e= curwefitt'Eit2 ，[1，1] ，x，y) 
ec 一 
1.0998 
一 1.4923 站 注意 两 函数 在 表达 优化 函数 上 的 区 别 
最 小 二 和 坏 法 能 找到 符合 经 验 公 式 的 最 优 曲 线 , 但 是 这 一 经 验 公 式 是 否 有 效 ,还 需要 分 析 检 
验 。 _. 般 可 愉 图 象 上 作出 判断 ,定量 方法 是 计算 残 普 平方 和 ,再 进行 统计 检验 (事实 上 就 是 
用 非 线 性 回归 分 析 nlinfit, 参 看 实验 七 补充 知识 )。 
5， 线 性 最 小 二 双 拟 合 
线性 最 小 二 乘 拟 合 可 直接 用 求解 超 定 组 性 方程 组 的 方法 ,而 有 些 非 线 狂 函数 也 可 化 为 
线性 问题 求解 。 例 如 上 述 函 数 ， = ae* 两 边 取 对 数 得 


xz 一 lny 一 ]na 十 斌 


然后 通过 作法 解 超 定 方程 组 ( 见 实 验 一 》 z, = lne 十 好 | 得 lna 各 5。 例如 


》x=[0.1，0.2,，0,15，0，-0.2，0.3]; 
一 了 9 一 


》z = 1og([0.95，0.84，0.86，1,06，1.50，0.72]77; 
》m = [ones(6，1) xx]; 
》e = mszi 日 = exptcf(1))，Db=ct2) 
1.0969 

b 一 

一 ].4476 
注意 到 这 里 铺 果 与 前 面 有 些 差异 ,因为 通过 对 数 变换 ,误差 平方 和 的 含义 改变 了 了。 线性 最 小 
二 乘 拟 合适 用 于 多 元 亩 数 。 进一步 可 用 线性 回归 regress 分 析 拟 台 效 果 ( 见 实验 七 )。 





#8.4 实验 例题 


例 1 〔 西 轮 设计 ) 由 于 没有 拟 合 经 验 公 式 , 又 要 求 严格 按 设计 数据 要 求 ( 击 这 些 数据 应 
认为 是 足 名 验 确 的 ) ,所 以 应 该 用 捅 值 方法 。 下 列 M 文件 eg8 _1.m 使 用 了 分 段 线性 搬 傅 和 
样 条 插值 两 种 方法 。 圆 周 加 工 步 长 为 上 = lmm。 结果 表明 分 段 线性 插值 涉 光 滑 , 这样 加 工 
的 四 轮 运 行 不 平稳 (图 8-4(a)) ,而 样 条 插值 具有 光滑 性 ,所 以 较 好 (图 8-4(b))。 

听 M 文件 eg8 1, m 
ClLearf C10Se; 
xx=1inspaced0O，2>” pi 300，1915 
7y=|502.8 525.0 514.3 451.0 326.5 1886.6 92.2 59.6 62.2 102.7... 
147.1 191.6 236.0 280.5 324.9 369.4 413.8 458.3 502.8]; 
xi=0:2*pi*3003 
3 = interp1lkKXx，Y， 总 TD) 
SubplLotf1，2，1?1 驴 LOtL(XI，YT) titlet'Linear ); 
人 = SPLineCxk，Yy，XT)》 
subplet(1，2，2)1 ploet(xi，Yyi); 七 让 Lef'Spline ) 














]inear spjine 
600 i T 000 T f 
400 二 0 
200 200 
人 _-_ 1l -1 -| 六 -1 | 一 
日 5300 和 人 0 总 1 和 性 2000 自 0 1000 下 2000 


《383 {b) 
图 8%84 凸轮 柱 识 插 愤 曲线 
ta) 线性 钉 值 ， (b) 样 条 播 值 
和 仔细 分析 可 以 发 现 , 上 述 结 果 还 有 一 个 缺 了 路 虽然 样 条 播 值 基 有 光滑 性 ,但 对 两 洋 不 起 
作用 。 当 我 们 把 两 凑合 拢 ,接头 并 不 光滑 ,原因 是 spline 使 用 非 拟 结 端点 条 件 。 这 个 问题 


可 改 用 周期 性 端点 条 件 来 克服 , 见 补充 知识 。 
例 ? (人 口 预 测 ) 表 8-2 为 美国 人 口 两 个 世纪 以 来 的 统计 数据 , 试 依 此 建立 美国 人 口 端 


一 了 228 一 


长 的 数学 模型 ,并 预测 2010 年 和 2020 年 的 美国 人 口 。 
表 8 












年 
上 站 1( 硒 万 ， | 
华 1870 
上 人 FTC 万 ) 
年 
上 人口 5 请 石 ) 





1910 1920 【93 


92 .8 | 166.5 123.2 




















解 : 我 们 先 作 出 数据 图 ,可 以 看 多 大 致 接近 一 指数 函数 (图 8-5) 。 
》eleari Closei 
3t= 1800:103;2000; 
》=15.3 7.2 9.6 129 17.1 23,2 331.4.,.， 
办 38.0 50.2 62.9 76.0 3%2.0 106.5 123.2 ，，. 
罗 131.7 150.7 1379.3 204.0 226.5 251,4 2795.0]; 
风 plLot( 七 , 本 ， oo ) 





390 
了 人 


200 
让 入 
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图 45 人 口 数据 


我 们 现在 来 从 机 理 寺 分 析 人 吕 亲 题 数学 模型 。 人 口 的 出 生 率 己 和 死亡 率 志 可 设 为 党 
数 ,第 :年 人 口 数 为 NOD ,那么 在 -个 较 小 的 时 间 话 [Li +ar 内 新 增 人 口 


NGC 十 Ab 一 MD 二 (一 的 NOCDAt 


令 -= 一 中， Ai 一 0, 得 
NOD = PNOCD 《8. 6》 
证 (pa = Ju ， 形 么 
MI 一 Noexpkrtt 一 各 ) 《9.7)》 


此 为 人 口 学 Malthus 模型 。 订 见 对 数据 句 的 推测 是 有 道理 的 。 

最 后 我 们 利用 历史 数据 来 确定 参数 N 和 r。 如 果 只 有 两 个 教 据 , 则 Ne。 和 了 是 唯一 的 。 
问题 是 有 很 多 数据 ,而 这 些 数 据 并 不 在 同一 条 指数 曲线 上 。 事 实 上 由 于 政策 .经 济 、 移 民 和 
虐 争 等 原因 ,出 后 率 志 和 死亡 率 二 并 不 是 常数 。 所 以 用 其 中 任何 两 点 都 不 安全 ,我 们 要 滞 顾 
这 些 数据 ,于 是 这 里 使 用 最 小 二 乘 拟 合法 .由 于 指数 函数 exp( 刀 当 上 很 大 时 可 能 会 洲 出 ， 


为 了 减 小 数值 误差 ,首先 将 时 间 域 变换 至 [0，20], 所 用 变 殴 为 
一 4321 一 


t 一 1800 十 引 一 1800)7710 


这 样 0 代表 1800 年 ,1] 代表 1810 年 ,we 20 代表 2000 年 ,21 代表 2010 年 ,…*r 表示 10 
年 增长 率 。 另 外 我 们 需要 确定 W。 和 > 的 初始 值 。Jw 初始 值 自然 应 取 : 一 和 时 的 凡 值 5.3， 
r 韦 始 值 取 为 增长 率 的 平均 值 


meanmnCdiff(N).AdiftCt)y ANCL:2077) 
为 此 先 写 M 画 数 eg8 _2fun. mm 其 中 和 数 (1 表示 No ， ce(2) 表 示 r, 再 用 M 脚本 eg8 2.m 
求解 。 
外 M 本 教 eg8 2fun. 
functieon 可 = eg8 _2tunke，t) 
可 = CC1)* expfcC22 十) 
听 M 对 本 eg8 2 串 

1eazy C1C5ey 

七 =0:19201 

N=[5.3 ?3.2 9.6 12.9 17.1 23.2 33.4 

38.6 50.2 62.9 36.0 92.0 106.5 123.2... 
131.7 150.7 179.3 204.0 226.5 251.4 275.0]; 

DLetft，NH，"o); hold cn; 

eft17》=5.3; cf2) = meangdifEf(NJ .AdiEfECt) NGCL1: 207》 

e0= sunmk(N- eg8 2funfc，t))."2》 

tt = [21，22]; 

NN0O = eg8 “2funkCc，tt》 

cC= enryefit( "eg8 2tun ，cv 七 ,JJ) 

e= Sum- eg8 2funfc，t)). 2) 

HHN=eg8 2funte，tty 

Blotttt，NN，r* 1 

上 上 = 由; 昌 .1 22 

HHN = eg 2funkC，tt33 

plot(tt，NN，'T ) bold offi 
优化 结果 见 表 8-3。 


表 8-3 人 口 Maithus 楼 型 计算 结果 ， 

















t800 年 大 口 Nof 百 万 》 











2010 预 副 人 口 5 百 万 ) 
2020 预 副 人 蝇 ( 百 万 ) 











图 形 表 明 中 段 氢 合 效果 不 错 , 但 两 头 误 盖 较 大 (图 8-6)。 
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1 ]15 20 有] 
围 8-6 人 口 Malthns 模型 
按照 Malthus 模型 ,人 将 星 指数 增长 ,其 缺点 是 没有 考虑 资源 对 人 口 堵 长 的 限制 。 


Logistic 模型 改进 了 Malthus 模型 。 设 N,。 是 资源 容纳 的 最 大 人 己 数量 。Logistic 模型 微分 
方程 为 


NO 一 riDCL 一 NODAN) (8. 8) 
其 中 因子 1 一 NOD7N。 表示 资源 对 人 口 增长 组 潍 因 素 , 初 值 Nm) = Ne。 求解 微分 方程 得 
Y 
NID = 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 【8 9》 
1 十 ( 亲 一 ev 


对 于 上 述 程 序 作 相应 修改 ,求解 得 表 8-4。 
表 84 人 口 Logistic 模型 计算 结果 




















| 初 始 但 扳 合 铺 果 
1809 年 人 品 Na( 百 万 ) 5.3 9. 3 
10 年 增长 率 r 上 1 2221 0. 2910 
最 大 人 口 数 油 New S08 423 
残 差 平方 和 | 18380 393 
2010 预 铀 人 口 《 百 万 ) 266 293 
2020 类 铀 人 口 7 百 万 ) 293 四 312 





可 的 Logistic 模型 结果 较为 台 理 (图 87)。 


350 
300 


25 意 





转 3$-7 人 口 Logistic 模 型 
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$8.S 实验 避 题 


.使 用 分 段 线性 插值 预测 例 2 中 的 人 呈 , 并 与 曲线 拟 合 结果 作 比 较 ， 

2 自己 编写 Lagrange 插值 的 MATLAB 程序。 

3 选择 一 些 函 数 , 在 # 个 节点 上 (az 不 蓝本 大 ,可 县 5 一 11) 用 Lagrange. 分 段 线性 、- 
次 样 条 -一 种 捅 值 方法 ,计算 普 个 捕 值 点 的 国 数值 tm 要 适中 ,可 取 50 一 100) 。 通 过 数值 和 图 
形 输 册 ,将 兰 种 插值 结果 与 精确 值 进行 比较 适当 增加 六 再 作 比 较 , 由 此 作 初 步 分 析 。 下 
列 函 数 供 选择 参考 ， 

《13 一 Sinzy < 祥 工 委 2 

(2 一 人 《一 吓人 芝 1 

《3 eosbry 一 2 

《4 一 exp 一 2) 一 2 三 工 所 2。 

4 用 纵 定 的 多 项 式 , 如 ?一 上 电 一 622 十 5z 一 3 产生 一 组 数据 (zi， yw 一 1，2，…， 
?再 在 六 上 添 耿 随 机 于 扰 ( 可 用 rand 产生 (0,，1) 均 匀 分 布 随机 数 , 或 用 rancdn 产生 NO0， 
1 分 布 随机 数 ) ,然后 用 z 和 添加 了 随机 干扰 的 y, 作 3 次 多 项 式 拟 合 ,与 原 系 数 比 较 。 如 
果 作 2 或 4 次 才 项 式 氢 合 ,结果 如 何 ? 

5 很 定 某 天 的 气温 变化 记录 见 表 8-5, 试 找 出 这 一 天 的 气温 变化 规律 。 


表 -5 










叫 刻 欣 雪 
温 麻 和 扫 (t 














机 于 本 江西 下 本 到 到 用 基 玫 再 





6 用 电压 多 -= 10 伏 的 电池 给 电 容器 充电 ,电容 器 上 上 :时刻 的 电压 为 VD 一 歼 一 
(三 一 V)exp( 一 trr)， 其 中 Y 是 电 窜 器 的 初始 电压 ,r 是 充电 常数 。 试 由 表 8-6 的 一 组 所 
V 数据 确定 Ye。 和 r。 






时 间 (s) 
也 此 5V) 











7 弹 答 在 力 开 的 作用 下 伸 长 ,一 定 范围 内 服从 Hooke 定律 : 上 与 成 正比 . 即 王 二 
好 ,点 为 弹性 系数 。 现 在 得 到 表 8-7 的 一 组 r, 下 数据 ,并 在 (rz， 忆 坐标 下 作 图 (图 8 8)。 可 
以 看 出 ,雪上 大 到 一 定数 值 后 ,就 不 服从 这 个 定律 了 。 试 由 数据 确定 ,并 给 出 不 服从 
Hooke 定律 时 的 近似 公式 。 














图 $4 弹 敌 长 度 与 力 的 关系 


8 一 丛 脉 有 13 个 相 邻 样本 点 ,人 为 地 设 定 一 原点 , 现 测 得 各 样本 点 对 原点 的 距离 r， 
与 样本 点 处 某 种 金属 含 芭 ?的 -组 数据 见 表 8-8 , 画 出 散 点 图 观察 二 者 的 关系 , 试 建立 合 ; 
的 回归 模型 ,如 二 次 曲线 . 双 曲 线 .对 数 曲 线 等 ， 


表 88 
的 妆 和 5 了 呈 10 1 革 4 15 15 18 
106.42| 109. 201109.。58 | 100.50| 110.00 | 109,.931110. 49 | 110. 59|110.501110.90 1116.76| 111.00 1111, 20 


$ 8.6 补充 知识 : 样 条 函数 工具 箱 和 二 元 插值 











鱼 


1，MATLAB 样 条 函数 工具 箱 

MATLAE 样 条 函数 工具 箱 (Splines) 提 供 了 半 富 的 样 条 荔 数 工具 。 下 面 我 们 介绍 几 个 
插值 和 氢 合 命令 ， 

[csape] 各 种 边界 条 件 的 三 次 祥 条 插值 





bb = csape(x,，YyY， 边界 类 型 , 边界 值 向 量 ), 生 成 各 种 边界 条 件 的 三 次 样 条 揪 值 。 其 
中, 边界 类 型 可 为 ; "complete ,给 定 边 界 一 阶 导 数 。 

'not-aknot， 非 招 结 条 件 ,不 用 给 边界 值 ( 睦 认 ) 。 

“periodic' ,周期 性 边界 末 件 ,不 用 给 边界 值 。 

“sseond , 始 定 边界 二 阶 导 数 。 

'variationat ,自然 样 条 (边界 二 阶 导 数 为 们 , 不 用 给 边界 值 。 
可 直接 用 fnpltCpp) 画 出 它 的 图 。 











我 们 现在 用 周期 样 条 解 上 四 轮 设计 问题 ,这 样 能 保证 整个 凸轮 口 都 是 光滑 的 。 见 图 3-9， 
用 CLear CCLOSG 1 
yx = Linspacek0，2”Pi”300，1935 
》7=([L502.8 525.0 514.3 451.0 326.5 1868.65 922 59.6 62.2 102.7 
147.1 191.6 236.0 280.5 324.9 369.4 413,8 458.3 502.8]; 
》pp = csape(x，Y，'beriodic')， fnplt(pp);i axis([0，2000，0， 550])# 
少 pP. breaks ，PP.Ccoefs 叫 和 分 段 黎 项 式 
》xi=0:2*pi* 300; YiT= pbpval(pP，xi 叹 播 值 结果 
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1 500 1000 1500 2000 
图 8-9 凸 元 柱 高 周期 样 条 反 什 


[csapsj] 祥 系 拟 合 


pp = csaps(x， y， Dp)》 实现 光滑 拟 合 ,其 中 pb 为 术 因 子 ,0<p<1。b 值 越 大 ,与 数据 越 





接近 。 特 别 地 , 若 p=0, 则 为 线性 拟 合 , 若 p 一 1, 飚 为 自然 样 条 。 


当 数 据 明显 有 误 带 , 样 条 插值 是 不 合适 的 。 以 下 数据 是 带 随机 干扰 的 正弦 曲线 。 
》eleari ClLosei 
为 X 二 Tinspace，2* PIT，21)3 
风 7 了 = Sin(x) +《randK1，21)》 一 0.5)*0.1; 
》plot(xz，Yy，' of hold on tnpltCCSabetkX，Y》》 
可 见 ,插值 结果 光滑 性 不 好 ， 
》tnplt(csaps(x，7，0.8)， ;7 hold off; 
清除 了 噪声 于 扰 。 见 图 8-10。 











图 8-10 样 和 拟 合 


2. 多 元 插值 
与 一 元 函数 类 似 , 可 以 建立 多 元 了 务 数 反 值 方法 ， 设 给 定 二 元 函数 y = /zxz, 旋 在 平面 
年 形 格 点 上 的 凋 效 值 为 


空 3 一 Ti， 3 一 工 ， ?一 日 ，…… ， 更 


二 元 双 线 性 捅 值 公式 为 
126 一 


了 


P(r， 2 名 关 ( 玫 生生 人 之 一 沁 jz， (8.10) 


于 和 1 四 





中 节 


归 闻 < 区 丰 一 0 1， 四 ?一 1,， 3 一 0， 1 一 





ZIT= jnterp2(x，Y，z，xiy yi) 其 中 ,x, 王 为 行 向 量 ,y，7i 为 列 向 量 ,z 为 矩阵 。 
使 用 双 线 性 捅 值 。 

ZIT = interp2(.…，'spline') 站 

ZIT = interp2(。…，'eubic 使 用 二 元 三 次 插值 。 





》clear; closei xX= 0;4i YY=[2:4] 

》z=[leB2z 81 80 82 6864 79 63 61 65 9ii8B4 34 82 85 86] 

》supplotK2，2，1735 

》imesph(Xx，y，Zz])j titlef RRW DRTR ) ， 

xi=0:0.1:4 =[L2:0.1:4] 

罗 zspline = jnterb2(x，Y，zZ，xiy， Yi， spline ); 

风 subplot(2，2，27) 

meshKxi，YL，zSpLine7yi 

光 上 ieC SPLINE )》 ) 
若 数 据 是 不 规则 的 , 即 z 的 数据 不 完全 ,不 能 构成 一 个 矩阵 ,从 而 不 能 直接 用 inter52 捅 值 。 
这 时 ,可 使 用 下 列 griddata 命令 。 





ZI= griddata(x，Y，z,， xi yi) 这 里 xy，z 均 为 向 量 5( 不 必 单调 ), 表 示 数 据 ,xi， 
yi 为 网 格 癌 量 。griddata 采用 三 角形 线性 捅 什 。 
zI= griddatafx，Y，z，xz， yi，'ceuhic ) 采用 三 角形 三 次 插值 。 








如 果 上 述 数 据 残缺 不 全 , 抑 表 8-9。 








》x=f2，3，4，0，2，3，0，1，4j]; 

》7=[2，2，2,， 3，3，3，4，4，4]; 

》z = [80，82，84，379，61,， 65，84,， 84，86]; 
》subplot(2，2，3)1 stem3(x，yY，z)41 t 让 1e( RN DRTRA' ) 
3》2T = griddata(x，Y，z，xi，Yyiy cubic ); 
》subplet(2，2，4) :mesh(xt， Yi，2T) 5 title( "GRIDDRTR ) 3 


结果 见 图 8-11。 
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图 8-11 曲面 播 值 
例 3 (海底 测量 ) 表 8 10 给 出 水 面 自 角 坐 标 (r，y) 处 水 深 >, 这 是 在 低潮 时 测 得 的 。 
如 果 船 的 吃水 深度 为 米 , 斌 朵 在 于 形 万 7 二 < 二 200,， …50< 一 3 二 150 中 行船 应 避 鲍 进 人 
哪些 区 城 ? 


表 昌 折 










21107》 














3 了 111 2 和 14 了 22 137 8 

和 人 下 多 呈 宫 右 有 中 
-一 - -| _ 

-TD 157 LO 7 站 45 卫 芝 162 117 


ET 站 | 3 


zftny 
























解 : 我 们 先 看 看 测量 点 前 位 置 ， 


Cleari ClLoses 

3》x=[129 140 108 88 185 195 105 157 107 ?37 145 162 162 117]， 
5》y=[7 141 28 147 22 137 8 -6 -81 3 4 -66 84 -38]; 
》plot(x，Y， ao 1 


这 是 - 批 不 规则 数据 , 见 图 8-12， 由 于 没有 先 验 画 














上 站 TE T 本 T To 
上 | 数 , 我 们 使 用 插值 法 。 为 了 使 结果 更 为 直观 ,我 们 
” ? 葵 虑 将 = 的 数据 转化 为 相对 于 海面 的 高 度 。 下 面 给 

机 。 出所 考虑 区 域 海底 地 形 图 ,可 以 清晰 看 见 在 (129， 

中 。 。 。 “ 75 和 (162, 84) 附 近 各 有 - 块 畏 礁 ( 图 8-13)。 
al| 。 j yz=[4868656889988 9 4 
104; | 习 和 | 1 1 9 |; 

PT00 120 1140 60 20 3h= 一 2 

图 4#-123 风量 点 的 位 置 “Au=95;5;200， YL=[-50:10;:150]; 


》HI = griddata(x，Y，h，xi，Yi， "eubic )1 


meshfxi， YLT，HI》 viemf 一 60，3075 



















-4 : | | ， 
1 李 1 : 
一 2 全 
6 EN 
一 呈 - ， 了 
四 ee 200 
一 上 . -15 人 
1S0 cr 
100 人 10 
有 一 和 50 80 100 10 140 160 I80 200 
田 8-13 海底 地 形 峡 图 8-14 两 个 危险 区 域 


进一步 求 水 深 不 到 5 米 的 两 个 危险 区 域 ( 图 8-14) 。 
》contour(xi，Y7yi，HI,， [一 5，-5]， 

3. 补充 习题 

9 给 定数 据 见 表 8&-il。 


表 8 







由 1 








日 ，5 和 7 


分 别 就 二 列 端点 条 件 求 三 次 样 条 插值 SCz)? 并 作 图 。 
(iD) SS 00.25) 一 1，5S (0.53) 一 0.6868， 
《ii 守 (0.25)》 = 810.53) 一 0。 

10 下 面 是 一 山区 海拔 高 度 每 400m 的 网 格 数据 (单位 :10m)y。 为 了 作 修 建 道路 的 成 
本 预算 ,需要 给 出 每 100m 的 网 格 数据 。 已 知 山区 有 一 山峰 、 一 条 山谷 和 一 条 混流 (其 源头 
约 1350m) , 画 出 它们 的 位 置 。 














480 135 137 199 10 HL 是 昌 上 加 的 5 4 2 2 1 
440 137 139 1 13 314 14 1 5 上 吕 人 9 叶 1 
400 1388 1 1 5 17 182 128 10 108 中 1 有 要 37 35 
360 142 143 145 148 180 185 151 1 10 120 昌 上 台 7 85 泊 
320 143 145 1 150 156 160 15 160 160 160 155 150 450 155 155 
280 96 119 137 150 10 110 155 160 155 1 107 有 105 05 129 
240 上 109 1 1 10 10 13 145 1120 15 10 各 oo 105 10 
200 瞪 106 1?3 139 150 10 10 9 10 1106 9 有 提 昭 站 
160 8 9 1 13 14 2 0 310 1 的 
120 7 8 108 13 1 8 123 10 的 加 0 
80 6 6 及 7 10 5 10 8 8 
40 和 1 6 
3 7 
工 - 一 | 0 4 有 120 160 200 240 280 30 360 400 440 4180 520 560 


11 在 一 丘 蒜 地 带 测量 高 程 ,z 和 》 方向 每 辣 100m 测 一 个 点 ,得 高 程 匈 表 8 12, 试 拟 
一 729 一 


合 一 曲 睾 ,确定 合适 的 模型 ,并 由 此 找 出 最 高 点 和 该 点 的 高 程 。 
表 8-12 
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实验 九 ”最 佳 连续 投资 方案 线性 规划 


本 实验 的 目的 是 通过 对 应 用 问题 进行 分 析 、 建 立 数学 模型 并 求解 ,学 习 掌 握 MATLAB 
有 关 线 性 规划 求解 的 命令 ， 加 深 对 线性 规划 理论 的 理解 ,加 强 线 性 规划 模型 从 * 建 楼 到 求解 ” 
的 数学 建 楼 主要 过 程 的 实验 活动 、 本 实验 研究 了 连续 投资 . 供 煤 量 分 配 等 应 用 问题 。 补 充 
知识 介绍 了 线性 规划 的 蔓 纯 形 痛 法 ， 并 给 出 了 用 MATLA 台 篇 写 的 单纯 形 算 法 的 参考 程序 。 


#9.1 引 例 :最 佳 连续 投资 方案 


基部 门 在 今后 五 年 内 考虑 给 下 列 项 上 投资 ,已 知 

项 吧 1 从 第 一 年 色 第 四 年 每 年 年 初 需要 投资 ,并 于 次 年 末 回 收 本 利 115 %; 

项 目 2 第 三 年 年 初 需要 投资 ,到 第 五 年 未 能 回收 杰 利 125% ,但 规定 最 大 投资 萄 不 超过 
和 万 元 

项 目 3 第 二 年 年 初 党 要 投资 ,到 第 五 年 末 能 回收 杰 利 140 癌 ,但 规定 最 大 投资 芽 不 超过 
3 万 元 

项 目 4 五 年 内 每 年 年 初 可 购买 公债 ,于 当 华 末 归 还 ,并 加 利息 6% 。 
该 部 门 现 有 资金 10 万 元 , 问 它 应 如 何 确定 给 这 些 项 目 每 年 的 投资 萄 ,使 到 第 5 年 末 拥 有 的 
资金 的 本 利 总 条 为 最 大 ? 

这 是 一 个 与 时 间 有 关 的 连续 授 资 问题 ,但 在 此 我 们 对 该 问题 不 是 按时 间 去 动态 地 考虑 ， 
而 是 将 五 年 情况 着 体 地 静态 考虑 。 

设 办 表 永 第 ; 年 年 初 投资 给 项 目 7 的 资金 额度 (单位 :万 元 ), 则 各 年 的 投资 限制 为 

第 一 年 70 十 3 委 10i 

第 二 年 : 年 初 拥有 的 资金 额 为 10 十 1.0630 一 3 一 ?ua， 因 此 有 3 十 ?十 3 天 10 一 
3 十 人 9063 

第 三 年 : 年 初 拥 有 的 资金 萄 为 10 一 加 十 0.063a 十 1.15304 十 1.063as 一 38 一 3 一 3 
因此 有 ys 十 3 十 3a4 委 10 十 0.1530 十 0.0630 一 3at 一 Jes 十 0.063o45 

同样 的 分 析 可 得 ， 

第 四 年 : 和 十 加 委 10 十 0.15390 十 0 9634 十 0 1538 一 3 十 0.0637a 一 3 一 33a 十 
日 .06 34 

第 五 年 : ws 委 10 十 和. 1530 十 0.063t 十 0.15331 一 ea 十 0.0632 十 9. 153s 一 Ja 十 
0.0633 一 Ju 十 吕 D634 。 

本 问题 是 要 制定 投资 方案 使 第 五 年 末 该 部 门 拥有 的 资金 冤 最 大 ，, 即 


max 一 1.40ys 十 1.25y 十 1 153a 十 1.063y64 


整理 上 述 分 析 结 果 , 本 问题 可 表示 为 下 面 的 数学 问题 
一 337 一 


Imax 乒 二 1.40yss 十 1.253a 十 1.15941 十 1063-4 
洲 息 
3 十 3 


3 一 0.06301 十 yl 十 ws 十 3 六 10 


一 站 1530 一 站 .0630 一 向 153 十 3 一 0.06324 十 3 十 3 于 


0 站 日 3aa 十 3 了 十 3 去: 10 


| 一 已。 站 有 3 十 31 一 总 ， 了 63 十 36 S 10 





记述 异 型 中 出 吉 的 果 数 全 为 线性 函数 , 称 这 样 的 模型 为 线性 规划 模型 。 


#9.2 线性 规划 基本 规 论 复 习 


一 虽 。 15351 一 0D6301 十 3 十 3 一 由 D63ys4 十 331 十 3s 十 3 太 10 


| 15309l 一 0.0631 一 0. 1532 十 330 一 0.0632 一 吕 . 153a1 十 yas 


1 23 4 3 本 3， 扫 


《9 1》 


线性 规划 是 运筹 学 中 产生 较 早 .应 用 广泛 的 一 个 分 支 。 早 在 20 世纪 30 年 代 ， 
KaHroposadz 研究 并 发 表 了 《生产 组 织 与 计划 的 数学 方法 》, 其 中 论述 的 就 是 线性 规划 门 题 。 
1947 年 Dantzing 加 出 了 单纯 形 法 ,其 后 在 计算 机 节 的 成 荔 实 现 使 得 应 用 线性 规划 解决 的 问 
题 退 速 增加 。 线 性 规划 已 广泛 用 于 园 防 科技 .经 济 . 工 业 、 农 业 、 环 境 工程 .教育 及 社会 科学 


等 众多 学 科 各 领域。 
1.， 线性 规划 的 提 法 


线性 规划 是 研究 在 一 组 斌 性 约 更 之 下 ,其 一 个 线性 函数 的 最 小 值 或 最 大 值 问 题 。 一 般 


地 ,线性 规划 阿 题 的 数学 模型 为 

min( 或 max) < 一 万 3g 十 访 rr 十 人 十 访 二 

3 Eyelstz 十 十 ez 芝 ( 或 一 或 和 ) 记 
212 十 ezzzz 十 当 十 co 扫 ( 或 一 ,或 关 ) 训 


coprl 十 aza 中 十 Got 过 (或 一 ,或 )t 





人 


为 方便 地 用 矩阵 来 简化 上 述 记 法 ,引入 记号 





1 全 2 了 | 
| ar| 2|,7= 刀 | ,5 一 
ee fu 

则 线性 规划 问题 可 写 为 


一 32 一 


《9. 2》 


[min( 或 maxy = 一 六 
全 ax 所 (或 一 ,或 站 【9. 33 
人 一 2 
这 里 ，4ax 扫 (或 = ,或 六 ) 称 为 约束 条 件 ;z 一 产 x 你 为 目标 落 数 ;x 称 为 决策 变量 ;了 称 为 
费用 系数 ,4 称 为 约束 矩阵 沁 为 右 端 向 量 ;之 60 一 1， 2，…， 7 称 为 非 负 约束 ,其 中 闻 二 
是 subject to 的 缩写 ,意思 是 “满足 约束 条 件 ”。 
2， 线性 规划 问题 的 标准 形式 
线性 规 划 问 题 的 标准 形 此 为 
站 Tax) g 一 站 > 
5 AAAx 一 户 【全 .二 
TD 一 2 


其 中 为 决策 向 量 ,y 为 常数 向 量 ,2 为 非 负 常 数 向 量 ,4 为 常数 矩阵 . 
任何 一 种 色 性 规划 模型 都 可 以 等 价 地 转换 为 标准 形式 。 

《1) 药 表 条 咎 标准 化 一 一 松弛 变量 法 

如 果 约 更 条 件 中 有 不 等 臣 


Er 一直 











ET Ts 十 Cn 裕 忆 
可 通过 引 人 两 个 提 负 变 贡 r，，、， 将 上 述 条 件 写成 下 面 等 价 形式 


Ia 十 ae 十 和 村 aocn 十 2 二 六 
1 


| 
ealt 阅 昌 


| GE1 十 负 j9 :于 汪 十 十 上 mr 二 HH 一 已 


,Er 站 


可 见 约束 不 等 式 可 转换 为 约束 等 式 。 

《2) 自由 变量 的 标准 化 

线性 规划 标准 彤 蕊 中 要 求 决策 变 基 非 负 ,对 于 不 满足 该 条 件 的 变量 =， 可 道 过 引进 非 
负 蛮 量 x**，zr”, 并 增加 约束 条 件 二 = 心 一 过 或 在 表达 式 中 直接 以 一 习 替代 >, 即 可 ， 

(3) 目标 函数 的 标准 他 

若 原 问题 足 求 max z 一 jx ,可 以 转换 为 求 min( 一 z) = 一 一 六 x。 

3. 关于 线性 规划 的 概念 与 名 词 

在 (9. 4 起 中 满足 约束 条 件 的 向 量 一 (zi，c，…，-zo) 称 为 线性 规划 的 可 行 解 ,所 有 
可 行 解 的 集合 称 为 可 行 域 ,使 日 标 琐 数 = = 着 xz 达到 最 小 的 可 行 解 称 为 最 优 解 。 

如 果 第 阵 4 的 某 关 列 所 构成 的 方 阵 于 基 满 秩 的 , 则 称 避 为 线性 规划 问题 的 一 个 基 ,A 





9 如 





的 姨 祭 部 分 组 成 的 于 矩阵 记 为 N, 节 4 可 以 写成 4 = (，N) xz 相应 地 写成 x 二 网 


的 分 量 与 B 的 列 相对 应 , 称 为 基 变 量 ，xsv 的 变量 与 N 的 列 相对 应 , 称 为 非 基 变 量 ， 在 约束 
一 133 -- 


4x 一 五 中 令 所 有 的 非 基 变量 取 值 为 零 时 ,得 到 的 解 x 二 
至 将: 
|- ) 称 为 相应 于 互 的 基本 解 。 


基本 解 的 基 变 量 都 取 非 负 值 时 , 邯 满足 xs 六 0, 则 称 
该 基本 解 为 基本 可 行 解 。 要 应 的 基 呈 称 为 可 行 基 。 上 既是 
” 最 优 解 又 是 其 可 行 解 的 * 称 为 基 最 优 解 。 
芋 述 几 个 概念 可 以 用 图 9-1 来 表示 其 关系 。 
《1) 若 线性 规划 癌 题 有 最 优 解 , 则 必 至 少 在 某 个 基 可 





行 解 上 找到 ， 
_ 《2) 若 两 个 基 可 行 解 x ,xx… 都 是 最 优 艇 , 则 它们 的 
胃 9! 统 性 规划 解 集合 凸 组 侣 xxz 二 00 坟 1 雪 1) 也 是 最 优 解 ,此 


即 最 优 解 有 无 穷 多 的 情况 。 
#9.3 求解 线性 解 划 的 MATLAB 命令 


1，、MATLAB5.2 以 下 版 本 命令 中 
求解 线性 规划 问题 


min 产 x 
st 


这 里 册 为 严 关 王 定 阵 为 让 关 ]1 向 量 ,下 为 台 X1 向 量 。 





x= pf，a，b) 求解 线性 规划 (9. 5); 

x= lp(f，a，Db，vlb，vub) 指定 上 下 鼻 Ylb 科 xsvubs 

x= lp(f，aA，by vlb，vub，x0) 给 定 送 代 初 值 x0; 

x= lp(f，aA，b, vlb, vub，x0, om 前 ea 个 约束 为 等 式 。 
可 以 用 help lp 查阅 有 关 该 命令 的 详细 信息 。 











2.， MATLAB5.3 解 本 (本 实验 使 用 的 版 本 ] 命 令 linprog 
该 版 本 推出 的 优化 工具 箱 (optimization Teclhox 2. 0) 较 老 版 本 作 了 根 当 大 的 修改 , 虽 


然 仍 保留 了 命令 1p, 但 已 使 用 新 的 命令 1inprog 取代 19。 





x= linprog(f，a，b) 求解 线 任 规划 (9. 5)1 
x= linprog(E，R，b，aheq，beq) 求解 下 面 线性 规划 

Train z 一 证。，x， 站 。，x 妇 b， 丰 eg。，X 一 beqi 
x= linprog(fE,，&，b，aheq，peq，lb，ub) 指定 lb xub; 
X= Linprogf，R，b，heg，beqg，]P。，ub，x0) 
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指定 选 代 初 值 x6 ,如 果 没 有 不 等 式 约 束 , 可 用 [jj 替代 和 表示 缺 省 ;如 果 设 有 等 式 
约束 ,可 用 [替代 aeqa 和 beq 表示 缺 省 ;如果 某 个 拉 下 无 界 或 上 无 界 , 帮 设 定 jb 
一 一 if 或 ub0y 一 infs 

用 [x, Fval] 代 替 上 述 各 命令 行 中 左边 的 x, 则 可 得 到 最 优 解 处 的 函数 值 Fval。 

可 以 用 help linprog 查阅 有 关 该 命令 的 详细 信息 。 








例 1 解 下 列 线性 规划 





min z 一 一 5xzl 一 47a 一 6rs 
5， 1 一 十 2 扫 20 
32z1 十 2zs 一 4 < 2 
371 十 27e < 30 
zt 0 一 2 3 
3f=[-5 -4 -6];8=[1，-1,， 1 3，2,， 4 3，2，0]; 
》b=[205 424 30]:， 1b= zercst3，111 
》[xz，fFeval] = 1inprog(E，R， by [] [jj，1lb) 


Optimization teTrrmminated successfojly. 


区 一 

0 DOoo 

15.0000 

3. 0000 
feval 一 

一 78.0000 


9.4 实验 例题 


例 2 (最 佳 连 续 投资 方案 ) 为 便于 输入 计算 ,在 引 例 最 佳 连续 投资 方案 的 数学 模型 中 ， 
根据 实际 使 用 的 变量 进行 下 列 对 出 转换 








解 ; 计算 如 下 


鸭 避 eaT 

风 三 = eros(T，11》 3 

$EY97 = 1.159 fd4) 二 1 4 主 (7)=1 .251 f(C11)7 = 寺 .061 
》&=[1，1t+，zeTrosf1，9)31，- 0.06，1，1，1， zeros(T，671+ 


一 735 一 


一 0.15， 
一 总 . 15， 
-0.15。 
0.06， 


一 总 . 05 ， 工 ， T， 一 0.06， 工 ， 1， 1， zerosfr 1l， 了) 
006，-D0.15，1， 一 0.06，1，1，-0.06，1，1，0; 
一 D.056， 一 日 , 15， 1 一 日 .在 ， 一 昨 .15， 工 一 站 .0O6， 1 ,，，， 


菇 ， 


》b = 10* ones(5，17， 

》1Db = zeros(11，1)，ub= inft*onesK11，1) upfL4a，7j) =[ 3 4]j; 

》_x，fval] = linprogt -= 开 , R，b, [，[]，1p，up) 铬 以 上 是 输 人 
呈 了 下面 是 输出 


Optimization tertminateg suUccecssiully。 


xx 一 
8406 
.1594 
4090 
0000 
0000 
30988 
.0D000 
4069 
1117 
.0009 
.5002 


一 对 


一 
| 
色 
[和 
| 


一 14. 3750 


由 些 可 锡 最 佳 连 续 投 资方 案 为 : 
第 一 年 : yi = 58406 元 ，ya 一 41594 元 ; 
第 二 年 : wa = 14090 元 ，ys 一 30000 元 ,yw 一 0 元; 


第 三 年 : 


和 
| 


13098 元 ，ywa 一 40000 元 ,ya 一 14069 元 ; 


第 四 年 : 4 一 31117 元 ， 3 一 站 元 ; 
第 五 年 ; ys 一 15062 元 ; 
第 五 年 未 该 部 门 拥有 资金 总 额 为 143750 元 , 盘 利 43.75%%， 


例 3 《〈 供 煤 重 分 配 ) 某 两 个 煤 厂 A 和 As 等 月 进 煤 量 分 别 为 60t( 吨 ?和 100t, 联 合 供 
应 3 个 居民 区 了 配 、B 和 下。3 个 居民 区 每 月 对 煤 的 需求 量 依次 分 别 为 50t.70t.40t。 煤 三 
A, 离 3 个 居民 区 B 、B， 和 B; 的 距离 分 别 为 10km、5km 和 6km', 煤 厂 A: 离 3 个 居民 区 
B, 、B。 和 B; 的 距离 分 别 为 4km、8km 和 12Kkm。 


达到 最 本 ? 


解 : 以 疮 运输 量 为 日 标 函 数 , 记 为 扩 爆 三 供给 居民 的 煤 且 为 决策 变量 ， 记 为 ru 表示 煤 
运 出 煤 一 A, 运 进 煤 ” 


厂 Ai=1，2) 提供 给 居民 区 BO 一 1，2，3) 的 煤 量 ), 则 根据 ”入 


和 * 了 B， 从 让 j 
一 了 36 一 


运 进 煤 量 之 和 = 了 需求 量 "可 得 下 述 线性 规划 问题 


问 如 何 分 配 供 煤 量 使 得 运输 量 ( 即 + 关 kmy 


| rnin 了 了 一 10xa1 十 号 .1 十 和 1 十 盘 g1 十 名 六 2 十 芝 .3 
5 1 十 2 十 2 一 有 0 
村 | 十 ras 十 了 ai 一 车 





当 十 Tal 一 0 
证]3 十 了 zs 一 70 
灾 13 十 工 z4 一 40 


0 ft 一 1， 2 7 一 1， 2，3 


求解 如 下 
》c=[10; 5; 6; 4 8f 12]; 
》aed =[1,，1,，1,，0, 0, 0 0 0 0,1,，1，17 1 0, 0，1，0，0; 
0,， 1,0,0,1, 0 00, 1， 0， 0，1]; 
》beq = [60; 100;， 50; 70; 40]; 
》fx，fval] = Linprog(c，[],，[]，aheG，beq，zeros(6，177》 
Optinmjzation Lerrninated suceessfuily， 昨 输出 
文 一 
0.0000 
20.0000 
du.D0000 
00000 
20.0000 
0,. 0000 
fval 一 
940. 0000 
这 里 的 940 为 最 小 运输 量 。 


$9.5 实验 习题 


1 求解 下 面 的 线性 规划 问题 
fmin 了 一 一 35rl 十 44Ta 一 rs 十 5zs 


4 一 一 
了 1 十.i 二 32 一 4 扫 14 
一 2zi 二 35 一 站 十 2 送 2 
1 无 约束 


2 求解 线性 规划 问题 


一 了 37 


tnin 了 一 52 十 4zs 十 8xs 
十 2zg 十 菩 一 日 
一 221 十 2， 闻 一 1 
571 十 3rs 执 ]15 
六 了 0 一 1，2，3 
3 《生产 计划 制定 ) 某 工厂 制造 甲 . 乙 两 种 产品 ,每 种 产品 消耗 煤 . 电 .工作 日 及 获 利 如 
表 9-1 所 示 , 现 有 煤 360 人 吨 ), 电 力 200E 罗 。h ,工作 日 300 个 。 请 制定 一 个 使 总 利 泻 最 大 
的 生产 计划 。 


单位 利润 5( 元 /tb 











4 《制定 配 棉 方 案 ) 棉 纺 厂 的 主要 原料 是 棉花 ,一 般 要 占 总 成 本 的 70%% 左 右 。 所 渭 配 
棉 问 题 ,就 是 要 根据 编 纱 的 质量 指标 ,采用 各 种 价格 不 同 的 锦 花 , 按 一 定 的 比例 配制 成 纱 ,使 
其 既 达 到 釉 量 指标 ,又 使 总 成 本 最 低 。 

槐 纱 的 质量 指标 一 般 由 槐 结 和 品质 指标 来 决定 。 这 两 项 指标 都 可 用 数量 形式 来 表示 。 
一 般 来 说 , 槐 结 粒 数 越 少 越 好 ,品质 指标 越 大 越 好 。 

一 个 年 纺 钞 能 力 为 15000 锭 的 小 厂 在 采用 最 优 比 方法 配 棉 前 , 某 一 种 产品 32D 纯 辆 纱 
的 棉花 配 比 .质量 指标 及 单价 兄 表 9-2。 

有 关 部 门 对 32D 纯 棉 纱 规定 的 质量 指标 为 棉 结 不 多 于 ?0 粒 , 品 质 指 标 不 小 于 2900。 
请 给 出 配 棉 方案 。 


表 9 -2 


单价 5 元 t) 混合 比 ( 归 ) 物 结 (和 粒 ) 品质 殷 标 混 物 单价 (77 


























提示 : 可 考虑 使 混 棉 的 单价 最 小 。 
9.6 补充 知识 :单纯 形 算法 


1. 单纯 形 法 原理 

对 于 标准 形式 的 线性 规划 问题 
min( 或 max) 了 一 cx 
| tx 一 下 


2 001 一 1 2， 了 2 


一 J38 一 


若 育 有 限 最 优 值 , 则 目标 函数 的 最 优 值 必 在 某 一 基本 可 行 解 处 达到 ,因而 只 要 在 基本 可 行 解 
中 寻找 最 优 解 。 这 就 使 我 们 有 可 能 用 穷 举 法 来 求 得 线性 规划 问题 的 最 优 解 , 但 当 变量 很 多 
时 计算 量 很 大 ,有 时 行 不 通 ， 单 纯 形 法 {simplex method) 的 基本 思想 就 是 先 找 一 个 基本 可 
行 解 , 检 验 是 香 为 最 优 解 或 判断 问题 无 解 。 过 则 ,再 转换 色 另 一 个 使 利 标 函数 值 减 小 的 基 可 
行 解 上 ,重复 上 述 过 程 , 直 至 求 到 问题 的 最 优 解 或 指出 问题 无 解 。 


原理 如 下 , 设 找到 初始 基本 可 行 解 了 ,可 行 基 为 也 , 非 基 矩阵 为 N, 即 可 写 4 一 (也 ，N)。 
刀 :在 和 声 
于 是 了 ~ 人 )- | | . 生地, 目 奈 画 数值 为 了 一 = (ev， ou) | | = 下 其 中 是 。 


中 与 基 变 量 xs 对 应 的 分 最 组 成 的 严 维 行 向 量 。 





再 设 任意 可 行 解 * = 闻 | 则 Ar = 得 
xn 一 了 -15 一 BINrv 一 让 一 BINxv 《9. 6) 
相应 的 目标 函数 值 为 
了 一 ef 一 ep 一 (esBTN 一 ev]rw 【9.7) 


若 记 上 一 《2 ， 本 av, 风 有 
了 一 了 一 >》 (ca 有 Ba 一 所 ) 《9.8》 


JEAn 


其 中 ,Na 是 非 基 变量 的 下 标 集 。 记 


2 一 站 一 Bl 一 台 《9,.9) 
称 为 检验 数 ,于 是 有 
了 一 了 一 >》 (四 一 c) 了 (9. 10) 


3 生效 


变换 后 的 问题 叙述 如 下 


min 了 上 一 了 一 人， 【和 一品》 
JE Rb 


一 9.11) 
St 0 十 BT 一 电 4 


| 了 0 一 1， 


其 中 ,了 是 基本 可 行 解 z 所 对 应 的 目标 画 数值 。 

车 基 本 可 行 解 的 所 有 基 变 量 都 取 正 值 , 则 称 宅 是 非 退 化 的 ; 若 有 取 零 值 的 基 变量 , 则 称 
它 基 通化 的 。 称 所 有 基本 可 行 解 都 非 退 化 的 线性 规划 为 非 巡 化 的 。 

对 于 非 退 化 的 线性 规划 (9, 11), 有 有 下面 的 结论 

(a) 若 所 有 二 一 6 迄 0， 则 天 为 问题 (49, 4) 的 最 做 解 , 记 为 Y 。 

(by 若 一 总 泣 0 下 后 Na 且 相 应 的 下 1a 所 0, 则 问题 (9.4) 无 有 界 最 优 解 。 

(Ke 若 坟 一 c0 天 E Ni, 且 人 到 一 再 :at 至 少 有 一 个 正 分 量 , 则 能 找到 基本 可 行 解 全 ， 


使 目标 数值 下 降 , 即 全 < ez。 
一 139 一 


由 上 述 三 个 结论 可 以 得 到 单纯 形 算 法 的 基本 员 路 :首先 找 一 个 基本 可 行 佣 3 共 求 出 与 
之 相应 的 检验 数 一 上 ,车 所 有 的 = 一 委 0, 则 关 为 最 优 解 * 若 存在 大 使 > -ce >>0, 且 相 
应 的 如 mm 扫 0, 则 问题 天 有 界 最 优 解 ; 苦 存 在 上 使 攻 一 cs > 0 且 相 应 的 吾 " ax 含有 正 的 分 
量 , 则 可 以 求 出 一 个 新 的 基本 可 行 解 全 ,使 得 目标 芽 数 值 减 少 。 然 后 ,上 髓 对 和 对 重复 以 上 做 法 ， 
如 此 经 过 有 限 次 选 代 后 一 定 能 找到 最 优 解 或 判定 问题 无 有 界 最 优 解 。 

为 求 出 一 个 新 的 基本 可 行 解 生 ,可 取 正 的 检验 数 中 最 大 的 夭 一 ce 的 下 标 上 所 对 应 的 A 
的 列 向 量 es 进入 基 , 使 相应 的 非 基 恋 量 rz 取 正 值 变 为 基 变 量 .可 今 


了 >0j 之 





， 由 
一 It 有 1] 一- 
嘻 1 


并 旦 ,让 原来 的 基 变量 zn 变 为 非 基 变量 , 即 令 xs = 0。 这样 得 到 新 的 基本 可 行 解 为 


个 < (全 刁 ， 机 爹 癌 ， 全 aa， 全 二 ， 生 ) 
相应 的 目标 琢 数 值 为 
挛 一 (全 一 了 一 (一 ca < 了 
且 有 有 
全 一 让 二 1 
全 上 一 了 位 昌 
即 全 s2 0。 
由 土 述 原 理 可 有 如 下 算法 。 
2， 单 纯 形 算法 步 野 


对 标准 形式 的 线性 规划 问题 ,单纯 形 的 计算 步 标 如 下 

(GD 找 才 始 可 行 基 吾 和 初始 基本 可 行 解 。 

(ii) 求 出 xs = 吾 1 会 , 计 算 目 标 函 数值 了 一 caxs。 

iiiy 计算 检验 数 > 一 上 一 1 2， 并 接 赤 一 号 一 maxfz 一 已 | 一 1 2，…， 
?} 玛 定 下 标 上, 取 关 为 进 基 变量 。 


6 瑟 
《ivy 著 一 ce 实 0 停止, 此 时 基本 可 行 解 地 一 网 一 出 是 最 优 解 ， 


目标 函数 最 大 值 为 了 = ee 呈 香 则 ,执行 下 步 。 
(v)》 计算 充 = Beat, 车 吏 委 0, 停止 。 此 时 问题 无 有 界 解 ; 香 则 执行 下 步 。 


二 > 0j|(x ) 殴 定 下 标 ”, 取 zw 为 离 基 变 重 。 





(vi 求 最 小 比 委 一 min{ 各 


CviD 以 @ 代替 加 得 到 新 基 , 并 令 mw = 生 再 返回 执行 (iD 。 
按 上 述 步骤 用 MATLAH 编写 线性 规划 单纯 形 算法 程序 lps， mm 
皮 荆 阴 教 Is， 二 


function [x, 工 ] = 1pske，R，b) 
tb = find(bi0); hftb) = 一 bCtb)s RCtby:)= 一 丰 (tb，s) 
[mn] = sizefR)i 了 = 有 130 = ZeroDS(Dn，13 mL = 1:m3 


一 J 和 9 一 


While detfB) = =0| 一 IsempPtyttindCinvCB)” bt0)) 
七 emp = Fandperrmfnyi mt = 十 emPEL:m) 瑟 = 县 C: ，mt 3 
end 
XB = BAb xfmly =XBi 上 -CCmnl)*xtmly) 
riterior = Cfml) BY -Cr [zl，z2| = maxfcrzterionyy 
While z170 
az2= BR ，z2); 
Yf az2t =0、disp(' 癌 题 无 界 ') ,break 
el1Ssey 蕊 1 = 于 indtaz2 人 >D) 
[tt1，tt2] = minCxB(CtTLT) -az2Ctt) 5 
七 3 = 七 427 Bt。 七 37 = 页 (22)3 习 ( mL1) = XB 一 七 七 GZ23 
mhi《t 了 3 了) = zZ2，XfZ2) =tt1; 工 =Cfmnly”XB XB= 匡 (1)5 
CrIterzOT =《《 挟 (如 1) 7 了 3) 丰 一 定 
[z1，z2] = maxfcriterionly 
end; end 
区 [有 1 二 洪 且 ， 王 二 位 区 
程序 中 用 的 是 随机 搜索 方法 寻找 初始 下行 基 纪 。 
例 * 用 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 


Tin .Fl 十 .ze 一 各 3 
Sa 十 22 十 2 一 日 
2 十 开 一 2 十 25 一 了 
一 了 十 如 十 臣 十 2 一 下 
Ti 00 一 1，2，) 
解 : 
ye=il.1，-4,0, 0, 0]; pb= .94 23 14] 
》a=[1,1, 2，1,0,0i1, 1，-1,0,.1,， 0 -1，1，1，0，0，1]; 
罗 其 二 IDSKC。， 己 ， 折 ) 
和 = 
0 .3333 
吕 
了 ,3333 
各 .各 全 性 
0。 
如 果 在 基本 可 行 解 中 存在 有 基 变 量 为 零 的 情况 , 则 称 为 退化 的 基本 可 行 解 ， 在 基本 可 
行 解 退化 时 ,有 可 能 发 生 用 单纯 形 法 要 进行 无 限 多 次 选 代 也 得 不 到 最 优 解 的 死 衢 环 。 
例如 用 上 述 程 序 计 算 下 面 线性 埠 划 问题 时 则 出 更 了 死 循 环 ， 


例 5 
一 147 一 


Inin ~- .7 了 757 十 2075 一口. 56 十 昌 zrr 
TI 十 D2514 一 8 一 十 9zry 一 们 
Fa 十 站 Dr 一 1127 一口, 十 3f7 一 昌 
二 26 一 1 
2 0 人 一 1，2 7) 


而 xx 一 (0.75, 0,0,， 1, 0,， 1, 0) 是 该 问题 的 解 。 
避免 出 现 这 种 循环 的 -种 方 污 是 字典 序 规则 渤 
(D 著 向 量 * 天 旭 六 它 的 第 一 个 非 零 分 量 是 正 的 , 则 称 x 是 按 字典 序 正 的 , 记 为 Y> 由 
若 守 一 0 或 是 按 字 和 典 序 正 的 , 则 称 * 是 按 字 典 序 非 负 的 , 记 为 x0。 
《ii) 对 向 量 x 和 ?y,， 有 > 一? 盖 0 则 称 z 是 按 字 典 序 大 于 ?9 记 为 > 中 若 有 YY 一 ?二 0， 
则 记 为 * 宇 9。 
(iii) 若 在 … 组 x"” 中 ,存在 上 使 得 x Yo , 则 称 *” 为 这 组 向 量 中 按 字 典 序 最 小 的 ， 
记 成 9 一 lex minx 。 
编制 求 字 典 序 最 小 向 量 的 MATLAB 程序 lex _ min, 亚 
吕 M 阳 数 lex _ min. m 
function [YY,K] = Lex min(x) 
fy, ix]= lex _min(x) 按 行 求 矩 阵 x 字 典 序 最 小 行 向 莉 
% 返回 值 y 是 和 抢 阵 x 字 和 典 序 最 小 行 向 量 是 了 在 x 中 的 行 
[mx，npx] = sizefx)y KK=1zy=XCLI，:) 
imX= 一 1 其 =1Y7=XKL 7)I 
所 LSe， 
[tl, t2] = min(x)y t3 = zeros(mx，nx)t 
for IT=1:nxyt3f:，I) = 七 If(I) ”onesfmx，17， end 
td4 = SUmCtt3 一 =X)Ji tt= 革 ind 二 td 二 站 7 
开 = 士 20ttfT1)7 7 =XIK，: 3 
end 
例 6 有 用工 述 程序 判定 x= 00,0, 3，-1,2),y 一 (0,2, 4, 0, 3) 按 字典 序 的 正 负 并 
比较 半 与 y 按 字典 序 的 大 小 如 下 
3x=1L0,0, 3，-1， 21; 7=[0, 2,， 4，0， 3 2 = zerosf1，5]5 
》a= lex _min([xy z]);b=lex mink[Yr z]) 
ye= lex_min([xr 人 站) Comparison= Fai bi cj 
Comparison 一 
0 台 站 站 
修 各 昌 站 总 
站 站 3 一 1 双 
第 一 .二 行 表 示 * 和 都 是 按 字典 序 正 的 ,zx 按 字 和 典 序 小 于 。 
接 字 典 序 规则 ,单纯 形 法 迁 代 不 会 出 现 上 述 用 lps. mm 计算 例 5 的 循环 。 做 法 是 
在 单纯 形 算 法 中 将 步骤 vi 中 的 {( * ) 式 换 成 下 式 即 可 。 记 妈 一 到 : ,中 者 韦 pp 的 第 ; 
一 JI42 一 


个 行 身 量 : 芋 = lex min| 呈 jz > 0j， 
婚 辽 碍 


3. 采用 头 了 法 航 字 典 序 的 单纯 形 算法 参考 程序 [用 MATLAB 编写 ) 

用 单纯 形 法 解 线性 规划 问题 时 , 需 先 有 一 个 初始 可 行 基 和 解 。 为 解决 这 个 问题 可 采用 
随机 搜索 方法 寻找 初始 可 行 基 辣 ,但 有 时 会 使 算法 不 稳定 (运用 上 面 的 程序 1bs, 曙 计算 有 时 
会 出 现 不 稳定 ) 。 可 采用 如 下 的 大 民法 来 解决 这 个 问题 。 

在 约束 中 引信 和 人 工 变量 和 = 《zzrsy ze) ， 并 在 目标 函数 中 加 上 惩罚 项 
afer《 其 中 e = (1, 1,，…，1)), 变 诛 线 性 规划 问题 为 





4 YY 十 一 
本 明 六 有人 一 1 ， 2 人 妖 十 天 ) 


其 中 和民 是 足够 大 的 正 数 . 以 下 是 采用 大 季 法 和 字典 序 规则 用 MATLAB 编写 的 单纯 形 算 
法 的 参考 程序 1BS _M1ex. 由 
M 数 |ps MIlex. m 
function [x. f] = 1ps Hiexfc， ab，M， 本，Pze》 
[x, f]= 1ps_Mlexftc，&，hb, K, N。，pre) 采 用 单纯 形 算法 中 的 
大 法 ,并 结合 字典 排序 规则 解 下 列 线性 规划 
圈 inE=exx st ax=bpy xx 所 有 分 量 之 0 
NM 是 一 充分 大 的 数 ,W 是 引进 入 工 变量 的 个 数 ,应 
不 超过 (通常 等 于 ) 约 束 等 式 的 个 数 ,pre 是 精度 。 
$ 返回 结果 x 是 最 优 解 , 是 最 优 艇 处 的 函数 值 。 


[my， 了] = sizefRa)s 


| max) 了 一 民 十 Rexr。 


有 本 和 最 最 


让 Dazrglint6，pre=0 endi 计 FE nargin45， 本 = Di end 
证 区 m，error( 不 能 超过 约束 条 件 的 个 数 m 7)， 
人 15e， 
及 = [zeros(Ny，m 一 ) eyetm 一 区 ]]， 
ec= [cf ,zeros(1y 下 一 区]; 
站 = [，eyetm)]y ec=[e，Mrones(1，m)] 
mL = 二 向 一 区 +1:n+2*m-NB=RK: ml》; 
其 = ZerOSfP 十 2 站 一 本 1 工 )， 式 王 次 (和 
tb=findftbi0)y5 btb) = 一 bfthb)y tb， 二 一 站 (tb :7 
XB= BAbi xml) =XBi 下 = Xi 
cricerion= ctnl)*(BAR) 一 Cs [zl1，z2] = max(Criterion]i 
W 且 了 工 工 扎 了 > 户 工 全 
和 2 = BC ，2Z214 
让 az27 = PTey X= Pan* ones(Lengtntc))5 breatk 
else, tl = findfaz2ypre)iy B= [xB，Bveyetsizea(tB))]; pp= [| 


tcor kk = 1:1engthC 上 ly 
-- 3 43 一 


PPIkKK，:) = PtLCRKKET ，;， 1) /az2(tICKky yi 
emTgd 
ttl1 = minfxB(t1) Zaz2(tl)): 人 ttO，tt2]= lex minfpp)， 
二 3 = 七 了 七 2) 3 有 十 3) = 有 (3 ，Z2); Xml) =XB 一 七 *az2s 
tt3)7 = 2 XKZ2)1 一 ttliE=ctni)xBixB=xnl) 
criterion = ctmIy*(BYa) 一 ci [zl，z2] = maxfcriterionyy 
end，end ，end 
让 SU 二 一 天 十 1: 十 2 月 一 本 )) 7 二 BEe* 遇 
xfml)y=xXB: 下 =eflL:n)XCLin); =XCLny 
el15e，X= nan Dnest lengthfCecy yi X= CC) SEE=XCLIcna)i 
end 
下 面 的 例子 我 们 调用 1ps _Mlex,m 来 求解 。 
例 7 用 1lps_Mlex.m 来 求解 前 面 的 例 5, 看 是 否 出 现 死 循环 。 
解 : 
罗 CLeaT 
LE=[L0: 0 0 -374; 20 -0.5 人] 
3》a=[0.25，-8，-1. 9;40.5. -12，-0.5,， 3 0，0,，1,，0]; 
》a= [eye(3)，a]jib=[0: 0; 1 vib=zeros(7，1); 
》X= inprogf 下 ，[L]，[]， ab，vlbys 
》xx = 1ps MLlex(t，a，b，100000. 3 [x，xx] 


(ptimization tetminated successfully， 


an8 一 和 多 输出 结果 
0. 7500 D. 7500 
0.0000 吕 
0 DO6OD 全 
1.00o0 ]. 6000 
站 .DUOD 品 
1.0009 1. 0000 
日. DO 一 必 . OO000 


可 见 用 1ps_Mlex 与 linprog 结果 一 样 , 没 有 出 现 死 循环 。 
例 8 《〈 仿 金工 厂 的 生产 计划 ) 革 人 台 侈 厂 生 产 甲 . 乙 两 种 合金 ,生产 每 1 区 吨 ) 甲 和 乙 种 合 
爹 各 需 用 A、B、C 三 种 元 素 的 量 见 表 9-3。 






需 口 开春 (kB) 















的 





0 





耳 厂 每 月 所 能 获得 的 各 .8B 和 已 二 种 元 素 最 大 供应 量 分 别 为 200kg、200kg 和 360kg。 
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上 上 生产 甲 种 人 台 金 的 利润 为 30 万 元 /t: 牛 产 乙 种 合金 的 利润 为 40 万 元 /4。 工 三 该 如 何 制 
定 生 产 计 划 , 才 能 获得 最 大 利润 ? 
解 : 设 工 三 每 月 生产 甲 和 乙 种 合金 分 别 为 ( 和 习 人 0， 所 获 利润 为 了 万 死 ' 则 目标 函 
数 为 :上 = 30 二 40xz。 由 题 意 容易 得 到 下 列 线性 规划 问题 
max 了 上 一 30zl 十 40z， 
5 2071 十 10 ss 200 
< DO2z 十 BOzra ss 200 
9071 十 60zs < 360 


二 1 TY2z -20 














标准 化 为 下 列 模型 
min -- 上 一 一 305 一 40zs 一 0 一 和 站， 一 站 。5 
5 20T 十 100.ra 十 -3 一 200 
4071l 十 8D.rz 十 4 一 200 
90z1 十 1Dzs 十 T5 一 360 
1 wa 


调用 1ps _ MLex.n 求 解 如 下 
儿 CLeaTs 
》8=[L20，100，t， 0 040，80， 0 1，01 90，60，0，0， 1 ; 
》b= [200; 200; 360]; c= -[30; 405 05 04 0; 
》[xy, f=1p8 MLextc ， abP，10000) 
x 一 入 输 出 结果 
3. 52000 
站 .751 
33.10090 


-39 

可 抑 工厂 应 生产 甲 和 己 两 种 合金 分 别 为 3 5t 和 0. 75t, 最 大 利润 为 135 万 元 。 
4. 补充 习题 
5 四 单纯 形 法 (或 调用 上 面 各 序 1ps .MLex.m) 求 解 线性 规划 


tnin 之 一 一 .一 2 十 a 一 一 475 二 26 
十 二 二 十 二 
2.r 十 -rs -一 273 十 人 扫 . 4 
一 业 4 十 2rs 十 :6 < 和 
了 0 一 112 6 
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实验 十 “飞行 管理 问题 非 线性 规划 


本 实验 的 目的 是 通过 对 应 用 问题 分 析 、 建 立 数 学 模型 并 求解 ,学 习 擎 握 MATIAB 有 关 
非 线性 规划 求解 的 命令 :加深 对 非 线性 规划 理论 的 理解 ,加 强 数学 建 模 解决 实际 问题 关键 过 
程 的 实验 沙 动 。 本 实验 研究 了 飞行 管理 和 公司 营业 计划 等 应 用 问题 。 补 充 知 识 介 绍 了 非 线 
性 规划 的 一 些 基 本 算法 。 


#10.1 引 例 :飞行 管理 问题 


这 是 一 个 1995 年 全 国 大 学 和 数学 建 模 竞 赛 题 ,问题 如 下 : 

在 约 10000m 高 空 的 其 边 长 为 160gm 的 正方 形 区 域内 ,经 常 有 若干 架 飞 机 作 水 平 改 
行 ,区 域内 每 架 飞 机 的 位 置 ,方向 角 和 速度 由 计算 机 记录 数据 ,以 便 进 行 飞行 管理 。 当 一 架 
欲 进 入 该 区 域 的 飞机 到 达 区 域 边 缘 时 ,记录 其 数据 后 ,要 立即 计算 并 判断 是 否 会 与 区 域内 的 
飞机 发 生 磁 撞 。 如 果 会 磁 擂 , 则 应 计算 如 何 泗 整 各 架 ( 包 括 新 进 信 的) 飞机 飞行 的 方向 前 ,以 
避免 辜 拓 。 现 假定 条 件 如 下 

《I) 不 碰撞 的 标准 为 任意 两 如 飞机 的 下 离 大 于 8kms 

《2) 飞机 飞行 方向 角 调 整 的 幅度 不 应 超过 30"; 

(3) 所 有 发 机 飞行 速度 均 为 800kmzhi 

(4) 进入 该 区 域 的 飞机 在 旬 达 区 域 边 缚 时 ,与 区 域内 飞机 的 距离 应 在 60km 以 上 # 

《5) 最 多 需 考 虑 6 架 改 机 ， 

(6) 未 必 考 虑 飞机 离开 此 区 域 的 状况 。 

请 你 对 避免 胡 撞 揭 飞 行 管理 问题 建立 数学 模型 , 列 出 计算 步骤 ,对 以 下 数据 进行 计算 
(方向 钊 误差 不 超过 0. 01")， 要 求 飞机 飞行 方向 和 角 调整 的 幅度 尽量 小 。 

设 该 区 域 4 个 顶点 的 坐标 为 

(0,， 0)，(160，0)7， (160，]60)，(0，160) 。 

记录 数据 见 表 10-1。 








表 10-1 飞行 管理 问题 










































































注 , 方向 南 指 飞行 方向 与 并 轴 正 向 的 夹 角 。 
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此 问题 很 容易 想到 以 各 飞机 调整 的 飞行 角度 平方 和 作为 目标 阔 数 ,而 以 每 两 架 飞机 之 
间 的 最 小 上 距离 不 超过 8km ,各 飞机 飞行 贡 度 调整 的 值 不 超过 30" 为 的 归 条 件 。 如 此 得 出 的 
是 一 个 非 线 性 模型 ,在 计算 上 可 能 会 复杂 些 ， 

以 上 表示 时 间 ,z; 与 y, 分 别 表示 第 : 架 飞 机 的 横 纵 泽 标 (问题 中 已 经 给 出 ) ,2 表示 第 ， 
架 飞 机 的 飞行 方向 角 ( 问 题 中 已 缀 给 出 ) ,ou (表示 上 时刻 第 ; 架 飞 机 与 第 7 架 飞 机 间 的 距 
离 ,z 表示 飞机 的 飞行 速度 (mn 一 800) 。 
则 目标 医 数 为 ， 


丰 
了 = 2 
4 二 1 工 
(一 《一 十 下 Ecos( 让 十 AB) 一 caos( 久 十 和) 


十 人 一 贡生 Wisinf 有 十 A8D7 一 sin( 和 十 A8)) 生 


刚 约 东 条 件 为 
D， 全 min 如 ( > 6d4 一 1 6 天 
5D 
2 
5 一 1 二 上 一 一 妈 / 
其 中 


aa 一 (Cr 一 0eos(B 十 46) 一 cost 十 22)) 
十 (六 一 芒 Jfsin( 和 十 A87 一 Sin 人 (8 十 A0)) 
太一 可 (cos(8 十 AD) 一 cos( 有 十 9) 入 
十 (sin( 有 十 A0) 一 sin( 虽 十 4 
将 上代 人 即 可 求 出 忆 , 。 于 是 ,本 问题 的 一 个 数学 模型 为 


台 
min 上 一 人 AR 
1 一 1 
3. 有。 人 > 4 
146. | 委 辣 
一 1， 


引信 记 号 
二 各 一 《 主 站 0。 Ab ) 叱 一 (8 gazrfg 是 由 64 一 卫 。 按 i 了 一 1]，…，6， 天 


梅 成 的 向 量 ,在 下 面 的 程序 中 计算 ), 风 模 导 为 
min 上 = 08 
| BE < 人 【iD >》 
vb 三 和 0s 过 Yuh 


其 中 Ylh 一 一 阁 纪 ， 1,，1,， 1， 1，135，vub 一 豆 (1， 1，1, 1，1，1)7， 工 为 转 置 。 
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像 这 样 在 模型 的 目标 画 数 或 约束 条 件 中 出 现 了 非 线 性 明 数 , 称 为 非 线性 规划 (本 模型 足 
约束 非 线 性 规划 ) 。 


10.2 非 线性 规划 基本 理论 复习 


很 多 实际 问题 所 归结 的 优化 数学 模型 中 , 日 标 函 煞 或 约束 条 件 很 难 用 线性 末 数 表 达 . 
如 果 昌 标示 煞 或 约束 茶 件 中 包含 有 非 线性 函数 ,就 称 这 种 优化 模型 为 非 线性 规划 问题 , 解 这 
种 问题 枫 用 非 线性 规划 方法 。 由 于 很 多 实际 问题 要 求 进 一 纱 精 确 化 ,以 及 计算 机 的 发 展 , 合 
非 线 性 规划 在 近 30 多 件 来 得 以 了 还 建 发 展 , 并 在 最 优化 设计 ,管理 科 堂 系统 得 到 越 米 越 广泛 
的 应 几 。 

非 线性 规划 问题 此 比 线性 规划 癌 题 礁 得 多 , 非 钱 性 规划 有 着 个 多 算法 ,而 且 仍 有 不 少 算 
法 不 断 提出 ,但 它 却 不 像 线 性 规划 有 单纯 形 法 这 一 通用 方法 。 

1， 河 题 提 法 

非 钱 性 规划 处 盟 的 问题 是 在 等 式 或 不 等 式 约 束 下 优化 某 个 日 标 果 数 , 求 出 最 优 解 。- - 
般 可 表 沙 成 





妆 。 人 
SEE Drn1， 忆 ， 1 1. 2 
| 下 伏天 = ， 了 一 1 ， 2 ， 站 


其 中 ye R"，Fx) 为 肯 标 函数 ,&,(z)， 帮 (xy 为 约束 函数 ,这 些 函 数 中 ,至 少 有 一 个 基 
非 线性 嚼 数 。 
令 5 一 人 本 | 有 CE) 站 7 一 2 好 7 下 多 区 一 了 一 ]， 2 ， 四 丽 } 


黎 S 为 可 行 集 或 可 行 域 ,S 中 的 点 称 为 可 行 点 。 这 样 (10, 2) 式 中 的 约 东 条件 可 用 集约 束 





示 


训 


inin Fr》，3.t 二 后 与 《10.3》 


特别 乏 
mn 六 xy) 二 人 及" 《10.4》 


此 为 无 芍 束 优化 问题 ， 

2、 相 关 的 基本 知识 

下 面 纵 出 最 优 解 及 一 些 由 关 的 概念 。 

(1) 设 Fox) 为 日 标 函 数 ,S 为 可 行 域 ,xz” E 5, 若 对 每 一 个 二 反 号 均 成 京 帮 x) 之 
Fr , 则 称 * 为 瓜 小 化 问题 (10.3) 式 的 最 优 解 { 整 体 最 优 解 ]; 若 存在 *” 的 某 邻 域 , 使 得 
对 该 邻 域 中 的 每 个 x 成 立 .Ar) 演 Fx ), 则 称 坟 为 极 小 化 问题 的 局 部 最 优 解 ,对 于 极 天 化 
问题 ,可 类 似 地 定义 整体 最 优 解 和 局 部 最 优 解 。 


(2) 称 向 量 YACr) 一 (2 汪 ， 牙 5 . 252) 为 上 Co( 如 果 - 阶 偏 导 数 存在 》 


在 点 处 的 梯度 ; 称 瑟 阵 
一 JS48  - 











1BCr Bo 20r) 
ari QrIQts Br1Qr， 
zt aoD Bon 
W2 一 Drzarl Br Drarn 
3AeD FoD 。 溯 F) 
BraBTI Fn: arz 





为 fr 如 果 二 阶 山 导数 存在 ) 夺 点 工 处 的 Hesse 矩阵 。 

(3) 无 约束 问题 的 极 值 条 件 ,考虑 无 约 东 问题 10. 4)， 

局 部 棚 小 点 的 一 阶 必要 条 件 , 设 栈 数 7z) 在 点 工 处 可 微 , 若 工 是 局 部 极 小 点 , 则 习 度 
VY 乒 ) 一 和 

局 部 极 小 点 的 二 阶 必要 条 件 : 设 函数 Ar) 在 点 工 处 二 次 可 微 , 芳 节 是 局 部 极 小 点 ,出 梯 
许 VY) 一 0, 且 Hesse 和 矩阵 半 正 和 定 。 

局 部 棚 小 点 的 充分 条 件 : 设 是 数 乒 z) 在 点 工 处 二 次 可 微 , 若 梯 度 V FF 一 0,. 且 Hesse 
拖 阵 正定 , 则 闷 是 局 部 极 小 点 。 

(4) 约 东 问题 的 最 优 性 条 件 ,考虑 约束 问题 (10. 2 ,3 是 可 行 域 。 

下 面 介 绍 玫 个 经 常用 到 的 概念 . 

《iy 设 向 量 引 是 于 点 的 任 一 方向 , 若 存 在 正 数 38, 使 得 对 每 个 实数 1 所 40， 6) ,部 有 .六 于 十 
好 ) 二 7 ， 则 称 如 为 函数 Fz) 在 地 处 的 下 赂 方 向 .如 果 乒 2) 是 可 徽 苯 数 , HLY ACE) 如 二 
四 则 如 必 为 zx) 在 三 处 的 下 降 方向 。 

《iiy 设计 是 非 线性 规划 问题 (10. 2 的 一 个 可 行 点 ,向 量 引 是 工 点 的 某 一 方向 , 若 存 在 止 
数 @, 使 得 对 每 个 实数 1 E (0， 人 ,都 有 六 + 妇 和 3, 则 称 了 为 工 点 的 一 个 可 行 方 向 。 

《iii) 对 问题 (10, 2) 一 个 可 行 风 地, 对 于 约 东 &Cz) 闻 0, 如 等 式 成 立 , 则 称 该 约束 是 在 工 
点 的 一 个 起 作用 的 束 . 通 常 将 所 有 等 式 成 立 的 约束 条 件 一 并 称 为 在 式 处 的 起 作用 约 旧 。 和 起 作 
用 约 东 在 广 的 邻 域 限制 了 可 行 点 的 范围 ,也 就 是 说 , 当 点 沿 某 些 方向 稍微 离开 三 时 , 仍 能 注 
足 这 些 约 束 条 件 ; 而 沿 着 另 -- 些 方向 离开 时 ,不 论 步 长 多 人 么 小 ,都 将 违背 这 些 约 束 和 条件: 所 
有 在 开 处 严格 不 等 式 成 立 的 约束 条 件 一 并 称 为 在 过 处 的 不 起 作用 约束 。 

局 部 棚 小 点 的 一 阶 必 要 条 件 

(iD Fritz John 条 件 : 设 在 问题 (10. 2) 中 ,下 为 本 行 点 江 一 位 | 有 (一 0 了 和 有 民生 
站 在 训 可 徽 ,gGE 厂 在 工 点 连续 ,感人 一 1，2,， …, 有 在 工 连续 可 微 。 如 果 节 是 局 部 最 优 
解 , 则 存在 本 全 为 堆 的 数 un 册 和 zu 民 和 所 贡 一 1，2，…，&) ,使 得 





让 
to VE 一 > VE 一 2 一 0 和，zoym0iE 了 
民 ?一 1 


通常 将 满足 Fritz John 条 件 的 点 称 为 Fritz John 点 。 
ii》 Kuhn-Tneker 条 件 : 设 三 为 问题 410 2) 的 可 行 点 了 一 人 [gt 一 0 和 


TYE (TVRE) ET 一 1 2 


线性 无 关 ,如 果 z 是 局 部 最 优 解 , 则 存在 非 负 数 台 和 数 ww GE 7 一 1， 2，…， 有 )， 使 得 
- 了 了 -一 


VC 一 > VECB 一 Yu VhiCz) 一 由 
IE 了 一 1 
由 上 述 条 件 知 ,在 最 优 解 处 , 表 标 的 梯度 可 用 起 作用 约束 梯 庶 的 非 负 线 性 组 会 及 等 式 约束 梯度 
的 线性 组 合 来 表示 ,上述 条 件 还 可 写成 等 价 形 式 : YA(z) 一 邮 人 本 Vg (CE) 一 yu VRH) 一 小， 


ug CPP = bi 1 …， mm 后 一 等 式 称 为 互 梓 松弛 条 件 。 
(iiiy Lagrange 困 数 表述 的 一 阶 条 和 件 : 称 


gt 的 一 大 人 一 六 WE 一 了 >) 世 册 (为 Lagrange 函数 ,其 中 由 一 (zer， 
1 一 上 了 一 1 


民生 (和 称 为 息 thn-fruceker 禾 子 ,也 称 为 Lagrange 乘 子 。 一 阶 必 槛 条 


件 可 以 表达 为 
WE YY) 一 了 


贡 汪 0 1] 
下) 一 癌 一 1 (10.57) 
人 -一心 ， 了 一 1 ， 人 


1 0 

《5) 凸 集 与 古 蚌 数 

(iD 凸 集 :R" 中 集合 S, 若 满足 ;对 任意 两 点 z" 和 2 及 每 个 实数 4 E [0，1] ,都 有 和 条 
二 (1 一 xz ES, 则 称 3 为 凸 集 xz 十 (1 一 ax 称 为 兴 2 和 x 2 的 凸 组 合 。 

(iiy》 西 商 数 , 设 为 Rs 中 的 非 空 凸 集 ,F 是 S 上 的 实 函 数 ,如 果 对 任意 的 x2 ，x2 及 每 
个 数 1E 10,， 1) 都 有 

FOazro 十 (1 一 1 有 MAFGz0y 十 各 一 人 FA) 网 称 了 为 S 上 的 凸 函 数 . 如 果 对 任 
意 相 异 的 两 点 ,上 面 严 格 不 等 式 成 立 , 则 称 了 为 S 上 的 严格 凸 函 数 :如 果 一 了 为 SS 上 的 凸 本 
数 , 则 称 上 为 SS 上 的 中 函数 ， 

(ii 凸 函 数 的 一 阶 判 别 条 件 :Re 中 非 空 开 凸 集 S 上 的 可 微 画 数 了 是 凸 函数 的 充 要 条 件 
为 对 任意 两 点 xD ，x2 E 5, 成 立 

FOXxG FORD 十 有 FT 一 

iv》 凸 函 数 的 二 阶 判 别 条 件 : R" 中 非 空 开 凸 集 S 土 的 二 次 可 微 范 数 了 是 凸 函 数 的 充 要 
条 件 为 在 每 一 点 E 号 处 Hesse 阵 是 半 正 定 的 。 

(wm 止 规 划 :车 在 (10. 2) 式 中 了 是 凸 函 数 ,g, 是 四 函数 ,六 是 线性 函数 , 则 问题 (10. 2) 为 
求 凸 函数 在 凸 集 上 的 极 小 点 ,这 类 问题 称 为 凸 规划 . 凸 规划 是 非 线性 规划 中 的 一 种 重要 特殊 
情形 , 它 具 有 很 好 的 性 质 , 正 如 定理 所 述 , 凸 规划 的 局 部 极 小 点 就 是 整体 极 小 点 。 如 果 吓 规划 
的 吕 标 函数 是 严格 凸 画 数 , 又 存在 极 小 点 , 则 它 的 极 小 点 是 唯一 的 。 


8 10.3 求解 非 解 性 解 划 的 MATLAB 命令 


1.、MATILAB 5.2 及 以 下 版 本 { 在 MATLABS.3 也 可 使 用 ) 
{1) 无 细 束 极 值 
fmin、fmins 参见 实验 三 。 

一 了 30 一 


也 可 用 help 命令 来 了 解 上 述 命令 更 多 的 用 法 。 
《2) 约束 来 起 值 
constt :求解 下 列 形 式 非 线性 规划 问题 


min 1 一 Fr， 8 人，vlh<s zs:vuhb 








x = geonsttrt fun , 初 值 ,选项 . vlb，vap) ， 
其 中 初 值 . 选 项 ,vib 和 vub 可 以 省 略 ,或 用 [着 代 以 表示 
省 略 或 取 默 认 值 ，fun 写成 如 下 的 M 函数 fun. m 形式 
funetion [f，gj = funfx) 
三 =(x); 9=gCx)i 
可 调用 help constz 来 了 和 解 ccnstr 更 多 的 用 法 。 





| 





2。MEATLAE S, 3 版 本 

fminbnd;: 采 用 黄金 分 制 和 抛物 线 插值 法 ,求解 一 元 冰 数 极 值 。 
fminsearch: 采 用 Nelder-Meade 单纯 形 搜索 法 ,求解 多 元 函数 极 值 。 
fminunc :采用 Newton 法 求解 多 元 函数 极 值 ， 

用 法 如 下 








1 x= fminbnd( 晒 数 名 ,xl，x2, 选 项)， 

其 中 “函数 名 * 为 目标 函数 ,用 M 函数 文件 表示 。 

求解 范围 为 x1<x<x2, 选 项 可 省 略 。 
[x， 人 = fminbna(. .同时 返回 解 x 处 的 函数 值 。 
x = fminsearch( 琐 数 名 , 初 值 ,选项 》， 

其 中 * 丽 数 名 :为 目标 函数 ,用 M 函数 文件 表示 。 选 项 可 省 略 。 
[x，fE = fminsearch(...) 同 时 返回 解 x 处 的 函数 值 。 
fminunc ,用 法 和 fminsearch 一 样 。 

可 用 help 命令 来 了 解 上 述 命令 更 多 的 用 法 。 











fmincon, 求 解 下 列 形 式 非 线 性 规划 铝 题 


in 产 1A xsSb，Aeq"x= 一 beq， 
rnin 矿区) 于 志 1CD<<0， eeqCx) 一 0，ihb< 和 ubb 


根据 约束 条 件 ,调用 格式 分 别 为 





x=ftninconttuny, 初 值 , 站 ，b)s 

这 = fmtncon[funy 初 值 , 关 、P，AheG，peq) 

x = tminconftun, 初 值 , 六 ， b，aMeq，beq，1lb，up) 
x = fmincenttuan, 初 值 ,六 ，b，Reg，beq，1b，ub， Tonlcony 
| 
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当 约 束 条 件 中 缺 A 和 b、Aeq 和 beq 或 hb 和 nub 时 ， 
丰 关 项 可 用 [代替 。fon 写成 如 下 的 M 函数 形式 (fan,m) 
function 于 =funfx) 
王 = 于 (X)， 
非 线 性 约 东 条件 写成 如 下 的 M 函数 形式 Cnonlcon, mt 
function [ee，ced] = nonleonfzy 
CE=COX) CeG = CedfXx] 
Lx， f] = fmincont,，,) 同 时 返回 解 x 处 的 苛 数 值 。 
可 调用 help fmincon 来 了 解 fmincon 更 多 的 用 法 。 





注 ; 若 原 问 题 是 求 maxf, 可 以 转 接 为 求 min( 一 太 。 
$10.4 实验 例题 


例 1 《飞行 管理 问题 ) 按 非 线性 规划 模型 (10. 1) ,调用 MATLAB 命令 fmincen 求解 ， 
先 写 两 个 MX 阔 数 airfunm 和 airtunco.tm 如 下 
M 函数 airfun, 训 
funetion = airftungaeltay) 
上 = delta* delta' # 
网 M 函数 airfuneco, 证 
function Te，ced] = airfuncofdeltay) 
世 多 京 本数 airfunce. 
x0=[i50 85 150 145 130 0]; 四 =fl40，85，155，50，150，0]， 
alpha0 = [243 236 220,.5 159 230 52]*Pi/180; = 8003 
co = cosfalpha0 + delta)i 
3 = SaLphan0 + aelta7; 
for 1=23:6 
foer j=1: 革 一 二 

ti ]j) =(x0fti)y 一 x0(jy)* (eofiy 一 cofj)7s 

tf(iy jj) =t(iy +T(Y70Ci) 一 YOC)》)”KSCi 一 SI 了) 

tfi,， jj = 一 ti，])7vi 

ttiy =tfiy AKCeo( 了 一 coCj)r2+ (siti 一 


sif]j)l"2)s 
if tti, joy diy j) = 1000; 
所 Se 所 ， 
dz，j = (xz0OCi) 一 xOK) tw ti cei 一， 
Ce 2 


diy jj =(Y0O(i 一 Y0C) Tt j*(sikiy 一 
si)y)?2 二 可 CD3 
一 ”32 一 





en endy ends 
cs=64- vd(2. 1)，d3， 1:2)，d(4a， 1:3)，d(5，1:4)，d(6，1:5)] 
ceqd = 上 
1 于 非 线 恬 规 划 求 解 对 初 俏 依 赖 性 较 天 ,我 们 可 在 零点 随机 生成 若干 个 初 值 来 获取 可 
能 的 最 优 甫 。 为 此 可 编写 一 个 M 文 件 eg10 _ 1. 唱 如 下 。 
中 KM 脚本 eg20 1，m 














CeSr， 
teltaini=[0, 0,D0,D.0.05 
TYlb= ~ 了 PiA6*ones(1，6)1 db=PiA6x* ones(1，6) 

options = optimset(' LargeScale' ,oo 他) 
[sl。fvalI]= fmjincont "airtun ，- deltaini,，[]J，-]，[]，[J，... 
vlbh、vub，'airfuncco'，options)， 
互 三 1 
for 1= :Da 一 二 

deltaini = [frandkl，67 一 0.5)*0.1]; 

[d 尼 ，feval1] = fmincon('airfun ，deltaini, []，[], 门 ,[，... 
vlb.vub，airfunco ，opbEions) 


1 fevaltfval，fVval = fevali d = dend 


endi 
廿 ] ， 芋 Ya 上 
在 MATLABE 命令 窗口 计算 如 下 
》eg10 1 
mn 一 
10 ”时 十 个 初 值 
dl 一 上 多 最 优 解 
0.0000 0.0000 0.0360 一 0.0086 一 0.0001 0.0273 听 弧度 
fval=- % 最 优 甫 明 数 值 
0 0D021 


注 ， 上 述 程序 在 弃 腾 133 内 存 为 16 净 的 PC 机 上 运行 时 间 大 约 10 多 秒 ,而 如 调用 con- 
str 在 堆 初 值 吉大 约 用 不 到 3 秒 的 时 间 即 可 求 则 上 玉 结 果 。 在 此 对 计算 时 间 就 不 做 特殊 限 
制 和 讨论 。 有 关 此 问题 的 其 他 解法 可 参见 k《 数 学 的 实践 与 认识 ?1996(1)， 

例 2 求 琢 数 fr，m) = 100(r 一 冯 关 十 和 一 z) 的 最 小 值 点 ,初始 点 为 
[一 二 2，1。 

解 ， 调用 命令 fminsearceh 求解 
》[x，fvalI] = finsearch('100* (xf(2) 一 x(1)"2)r2+(1-x1)) 2 12，1]) 中 输 人 
Optimization terminated successfully， 凶 输出 
tha eurrent x satisfies the termination criteria using OPTIONS，ToIX of 
,0DODCDe-D4 


and ECX) satisfies the convergence criteria using OPTIONS， TolFun of 
了 53 


1.000000e-D04 
x 一 
1.0000 1.0000 

fwal 一 

8. 1777e0ln0 
也 可 调用 命令 fminunc 求解 
》[xz，fwaz] = fminune('T00*(x(27 一 xl1)2)2+ 人 xl))2，[-1.2，1]) 吧 输 入 
Optimijzation terminated suceessfully， 吧 输出 
Current seareh 由 rection is a descent direction，and magnitude of 志 recetional 


derivative in seareh direction less than 2”options，TotFun 


一 
1.0000 1.0000 
fral 一 
1. 入 118e-bli 
例 3 求 函 数 了 = 一 1,5zi 一 0.5z 十 zzz 十 2z 极 大 值 点 。 
解 : oM 函数 :ffuon m 


EuUnctzion Y= 天 EunfCX) 
yY=1.5*xt(1)“2+0.5*xf2)“2 一 xl)*xt2)-2*xfli)i 上 转换 求 max 为 求 min 
求解 如 下 
》x1 = fminsearcht'ffun ，[ 一 2，4]); 
》x2 = fminuncf ffun ,，[-2，4])， xl，x2 输入 
Optirnization terminated successfully: %% 输 出 
the current x satisfies the termination criteria using OPTIONS.、TolX of 
1.000000e-004 
and F(X) satisfies the convergenee criteria using OPTIONS. TolFun of 
1.00000De-094 
X1 一 
1.0000 1 .0000 
Optirnjzation terminated successfully: 
Search direction iess than 2"” opbtions，Tol 式 
X2 一 
1.0000 1.0000 
全 4 ， 某 公 司 经 营 两 种 物 最 ,第 一 种 物 吕 每 吨 (b 售 价 30 元 ,第 二 种 物品 售 价 450 元 /tb 
根据 统计 , 售 出 每 吨 第 一 种 物品 所 需要 的 营业 时 间 平 均 是 0. 5h{ 小 时 》 第 二 种 物品 是 
2 十 0.25 必 (h) ,其 中 阅 是 第 二 种 物品 售 出 的 数量 .已 知 该 公司 在 这 段 时 间 内 的 总 营业 时 间 
为 800h, 试 决定 使 其 营业 额 最 大 的 营业 计划 。 
解 : 设 该 公司 经 营 第 一 种 设备 mm 件 ,第 二 种 设备 2 性, 则 营业 额 为 
了 一 30z 十 450zrsy 则 
一 了 34 一 


5 帮 , 5z 二 27zs 小 0.25 嫩 < 800 


全 了 一 30z 小 450zs 
1 :20，23 用 


先 写 两 个 M 函数 
只 M 函数 1un. m 
functieon 开 = 荆 ffunx) 
二 = 一 30*XKL) 一 450” 0273 
邓 M 函 教 fcon. m 

functicnlc，ceG] = fcon(xy) 
c=0.5"x(1)+2*xf2)+0.25*x(2)“2 一 800; ceq=[]; 
求解 如 下 
》[x，fval] = fmincon('ffftun'，[04 0], [ 门 , 申 , 口 , 门 ，[05 9]，[inf; inf]，fcon ) 
Optimization terminated suceessfully: Magnitude of directional derivative in search direc- 
tion less than 2 options。TolFun and maximam constraint Yiolation is less than optiors， 
TolCon 
和 ctive 人 Constraints 

了 
一 

1. De 十 003 

二 . 4955 

0.0110 
fval 一 
一 4.9815e 十 004 
问题 得 解 ,最 大 营业 额 为 一 { 一 49815。 


才 10.5 实验 习题 


1 求解 min( 寻 十 (za 十 1 初始 点 为 之 一 (1,1) 。 

2 求解 max( 一 2 地 一 2xm 一 5z3), 取 初始 点 一 (2,， 一 2) 。 

3 求解 min((6 十 十 下 十 (2 一 3z 一 3m 一 za)2) 初始 点 工 一 (一 4 6) 。 

4 设 有 400 万 元 资金 ,要 求 4 华 内 用 完 , 若 在 一 年 内 使 用 恬 金 z 万 元 , 则 可 得 到 利润 
,大 万 元 (利润 不 能 再 使 用 ) , 当年 不 用 的 资金 可 存 人 银行 ,年 利率 为 10%。 试 制订 出 资金 的 


使 用 规划 ,以 使 4 年 利润 为 最 大 。 
一 工 路 2re 十 2 2 自 


也 十 2z 十 2z 72 
10 < ze <20 
和 一 a 一 10 


6 某 工厂 向 用 户 提 供 一 种 产品 , 按 合 同 规定 ,其 交 货 数量 和 日 期 是 :第 一 季度 末 交 40t 
一 855 一 


5 求 max 乒 z) 一 23 站 


《 吨 ? ,第 二 季度 未 交 60t, 第 三 季度 本 交 80t， 工厂 的 最 大 生产 能 力 为 等 季度 100t, 每 季度 的 
生产 费用 是 Frz) = 50z 十 0.2c( 元 ) ,此 处 zx 为 该 季度 生产 该 产品 的 吨 数 . 若 工 厂 生 产 的 
多 .多 余 的 该 产品 可 移 到 下 季度 向 用 户 交 货 ,这 样 ,工厂 就 需 支 付 存储 费 .每 吨 该 产品 每 季度 
的 存 傅 费 为 4 元 。 癌 该 厂 每 季度 应 生产 多 少 吨 该 产品 ,才能 既 满足 交 货 合同 ,又 便 工 厂 所 花 
费 的 费用 最 少 (假定 第 一 季 庶 开始 时 该 产品 无 存货 )， 


攻 10.6 址 充 知识 : 非 线 性 规划 算法 


1， 一 维 搜索 
求解 非 线性 规划 所 用 的 计算 方法 ,最 常见 的 是 造 代 下 降 法 算法 。 其 一 般 步 枝 是 ,得 到 点 
xz 后 , 按 某 种 规 刚 确定 一 个 方向 g2 ,从 xm 出 发 沿 些 方向 在 直线 (或 射线 ) 上 求 目标 函数 
的 极 小 点 ,从 而 得 到 x” 的 后 继 点 x ， 再 从 x5 出 发 重复 以 上 步 又 ,直至 求 出 问题 的 解 ， 
这 种 方法 称 为 一 维 搜索 ,或 线 搜 索 . 
一 维 搜索 可 归结 为 单 变量 画 数 的 极 小 化 问题 . 设 目标 遇 数 为 fxz) ,过 点 关 ” 沿 方向 生 ” 
的 直线 可 用 点 集 来 表示 , 记 作 了 一 1 二 0 十 妇 由 co <A< co 求 Faz) 在 直线 工 
上 的 极 小 点 转化 为 孙 一 元 函数 Pi = Fr 十 妇 四 ) 的 机 小 点 .为 此 可 采用 黄金 分 制 法 ,长 
悚 算法 可 参见 前 面 的 实验 。 
2， 无 约束 非 线性 规划 
考虑 向 题 (10. 4) 求 无 约束 问题 的 要 小 点 ,一 般 通 过 一 系列 一 维 搜索 来 实现 。 其 核心 阿 
题 是 选择 搜索 方向 ,搜索 方向 不 同 则 形成 不 同 的 最 优化 方法 。 无 约 东 阿 题 的 最 优化 方法 一 
般 分 作 两 类 :一 类 在 计算 过 程 中 使 用 导数 ,可 称 为 使 用 导数 的 最 优化 方法 , 亦 称 为 解析 法 ; 另 
一 类 在 计算 过 程 中 只 用 到 旧 标 函数 ,通常 称 为 直接 方法 。 最 速 下 降 法 ( 亦 称 梯度 法 ) 是 解 忻 
法 中 最 为 古老 的 一 种 方法 ,同时 也 是 理解 基 些 其 他 最 优化 方法 的 基础 。 
最 速 下 降 法 (梯度 法 
最 速 下 降 法 由 法 国 数学 家 Cauchy 于 1847 年 首先 提出 。 这 种 方法 ,在 每 次 选 代 中 , 洛 
最 速 下 降 方向 ( 负 梯 度 方向 ?进行 搜索 。 选 代 公 武 为 
证 ED 一 让 十 入 本 
de 一 一 YAFCx) 
名 Ace 十 Nd 一 min 十 条 ”) 





算法 如 下 

{ 门 给 定 初 点 xz 多 许 误差 e>>0, 置 上 大 二 1。 

(ii 求 搜索 方 问 丰 ” 一 一 Ye )。 

ii) 苦 ‖ee | < 一 e 则 停 下 计算 ; 否 由 ,从 xi 出 发 沿 丸 ” 进行 一 维 搜 索 , 求 使 得 

Fe 十 Nd 一 minfr 十 好 中 )。 

(im) 令 2c0 一 xD 二 adte, 轩 天 :一 上 十 1， 转 (ii)。 

最 速 下 降 法 在 一 定 条 件 下 是 收敛 的 最速 下 降 法 产生 的 序列 是 线性 收 分 的 ;而 只 收 和 敛 性 
质 与 役 小 点 处 Hesse 敌阵 网 关 的 特征 值 有 关 。 

设 Ftz) 存在 连续 二 阶 偏 导数 , 江 是 局 部 极 小 点 , Hesse 撼 阵 9 :CE) 的 最 小 特征 值 < > 
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0 最 大 特征 条 为 入, 车 令 >= 全 , 则 条 件数 越 小 ,算法 产生 的 序列 收敛 越 快 ,条 件数 越 大 , 收 


伍 性 越 慢 。 
3 约束 非 线性 规划 
《1) 昼 函 数 法 
考虑 约 东 问题 (10. 2) ,其 中 
ED 人 一 1 人 一 1 


是 连续 冰 数 . 罚 函 数 法 的 基本 思想 是 ,利用 目标 函数 和 的 划 函 阔 组 虑 辅助 函数 FCY，c) = 
xz) 二 op Cr) 。F(x, oa) 具 有 这 样 的 性 质 : 当 点 位 证 可行 域 以 外 时 , 郴 数 FFCz, c) 取 值 很 大 ， 
而 且 离 可 行 域 越 远 其 值 越 大 ; 当 点 Y 在 可 行 域内 时 , 明 数 FFfz, c) = xz) 。 这 样 , 可 将 原来 问 
题 转化 虑 关于 辅助 函数 FPCx, oz) 的 无 约 吕 极 小 值 问题 

minF(xy， po) 全 六 2 十 ex) (10. 6) 


在 极 小 化 过 程 中 , 若 x 不 是 可 行 点 , 则 辅助 函数 中 的 第 2 项 ePkx) 取 很 大 的 正 值 , 其 作用 迫使 
人选 代 点 著 近 可 行 瑾 ,因此 解 问题 (10. 6) 能 够 得 到 约束 问题 (10. 2) 的 近似 解 ,而 且 = 越 大 , 近 
似 程 度 越 好 .通常 将 ptr) 称 为 路 项 ,c 称 为 罚 因 于, FCxr,， co) 称 为 罚 晒 数 。 

骂 画 数 可 有 不 同 定义 方法 。Pkx)? 的 一 般 形 式 为 


由 友 
PrmD 一 >) 吊 (8 02) 十 了) 更 ( 负 ()) 
“一 1 7 一 1 


更 和 胸 是 满足 下 列 条 件 的 连续 函数 

当 ? 了 芝 0 时 ,Gy) 一 0 

当 y<0 时 , 宙 (7) 0 

当 ? 了 一 0 时 ,多 (yy) 一 0: 

当天 0 时 , 籽 (y) 盖 0 
晒 数 审 和 吏 的 典 现 取 法 如 下 

而 (gx)) 一 [maxf10 一品 人 下， 且 (P(Cx57 一 | 中 《) | 

其 中 1,8 守 均 为 给 定常 数 .通常 取 作 = 一 用 一 2。 

实际 计算 中 , 罚 因 了 的 选择 很 重要 。 奶 果 e 太 小 , 则 蝇 通 救 的 极 小 点 远离 约束 问题 的 最 
优 解 ;如 果 v 太 大 , 则 给 计算 增加 困难 .一 般 是 取 一 个 趋向 无 穷 大 的 严格 增 正 数 列 toj ,从 上 
开始 ,对 每 个 一 求解 无 约束 问题 minf(x) + waP(x) ,得 到 极 小 点 的 序列 {z。, } 。 在 适当 的 条 件 
下 ,这 个 序列 驳 伍 词 约束 问题 的 最 优 解 这样 道 过 求解 一 系列 无 约束 问题 来 获得 约束 问题 最 
优 解 的 方法 称 为 序列 无 约 东 极 小 化 方法 , 箱 称 为 SUMT 方法 。 

《2) 计算 步 酸 

(人 给 定 初 始点 xm ,初始 吕 因 子 om ,放大 系数 c > 1, 人 允许 误 益 es 盖 0, 置 和 = 1， 

(in xc 为 补 点 ,求解 无 约 东 问题 minFx) 十 egPCx)， 设 其 极 小 点 为 衬 ”。 

5ii 车 wPKzwy) 一 6 则 停 上 计算 ,得 到 点 xo ;否则 令 cu 一 cet, 并 车 天 一 上 十 1 返 
回 (ii 。 

在 序列 无 约束 极 小 化 过 程 中 ,FCxe， mw) 和 产 x2) 递增 ,PKx'o ) 递减 。 罚 函数 法 也 称 
外 点 法 ,所 产生 的 序列 在 适当 的 条 件 下 是 收敛 的 ， 
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实验 十 一 ”货车 装 货 方案 “整数 规划 


本 实 验 的 目的 通过 分 析 应 用 问题 建立 数学 模型 并 求解 ,学 习 掌 握 整 数 线性 规划 及 其 求 
解 的 分 枝 定 界 算法 ;学 习 掌 握 0-1 线性 规划 及 其 求解 的 隐 收 举 算 法 ,并 能 运用 MATLAB 编 
程 完成 枚 举 和 隐 丢 举 求解 。 加 强 从 "入 型 的 建立 到 求解 ?的 教学 建 寞 重要 过 程 的 卖 验 活动 。 
本 实验 的 例题 和 习题 包含 了 货车 装 货 方 案 ,投资 场所 的 选 定 等 问题 。 并 给 出 了 用 MAT- 
LAB 编写 的 分 枝 定 界 法 、 隐 覆 举 法 的 泰 考 程序 。 


8$11.1 引 例 ;货车 装 货 方 案 


现 有 一 节 铁 路 货车 ,车 箱 长 10m, 最 大 载重 量 为 40(( 吨 ) ,可 以 运载 7 类 货物 包装 箱 。 包 
装 箱 的 长 底 和 重量 不 局 ,但 宽 和 高 相间 且 适 合 装 车 ,每 件 包 装 箱 不 能 拆 开 装 他 ,只 能 装 或 钻 
装 。 每 件 货 物 的 重量 ,长度 与 价值 如 表 11-1 所 未。 


表 11-1 党 车 装 货 孝 据 角 



















































长 度 fcm) 重量 (t7 件 ) 价值 5 干 元 ) 
1 55 0.5 40 台 
2 8 1.7 37 台 
3 82.4 3 58 
和 4 2.? 36 7 
5 40. $ 35 3 
6 53.3 1 45 4 
7 66 4 50 多 


请 给 出 装 货 方案 ,使 总 的 价值 最 大 。 
设 zx 代表 该 车 箱 装 人 第 ; 类 货物 包装 箱 的 件数 , 则 容易 得 到 下 列 数 学 模型 





tma 区 二 一 407 十 377s 十 58zi 十 38z+ 十 3575 十 4576 十 30. 

5552 二 58 二 62.47y 十 497 十 40.6xs 十 53. 3z6 十 66zy < 1000 
0.5z 十 1.7z; 十 3zrs 十 2.27z: 十 3 十 Te 十 47y S 40 
2 3 2Z6 < 
zi 缘 为 正 整数 ,一 1，2，…，7 了 


此 模型 与 前 面 所 讲 的 线 住 规划 模型 非常 相像 ,所 不 同 的 是 在 此 要 求 变量 是 整数 ,此 类 优 
化 问题 称 为 整数 线性 规划 (或 线性 整数 规划 ) 。 对 于 变量 限定 只 到 0 或 1 的 整数 线性 规划 ， 
常 称 为 0-1 线性 规划 (或 线性 0-1 规划 ) 。 
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#11.2 整整 线性 线 划 基本 理论 复习 


整数 规划 是 一 类 要 求 变革 取 整 数值 的 数学 规划 。 若 在 整数 规划 中 目标 数 和 约束 条 件 都 
是 线性 的 , 则 称 为 整数 线性 规划 (integer linear programming, 简 记 ILP)5 若 要 求 变量 只 取 有 
或 1 时 , 则 称 为 0-1 规划 ; 震 只 要 求 部 分 变量 取 整 数值 , 则 称 为 混合 整数 规划 。 本 实验 主要 
内 容 是 ILP 和 0-1l 线 忻 规划 (0-1 LP) 。 
1 问题 灶 述 
在 一 般 的 线性 规划 中 ,增加 限定 :决策 恋 量 是 理 数 , 即 为 所 请 ILP 问题 。 其 表述 如 下 
min 三 一 人 
Ar 雪人 (或 一 ,或 疡 ) 了 
2 0 (7 一 1， 2 
了 0 一 1，2,，…，7m) 取 驯 数 
整数 线性 规划 问题 的 标准 形式 为 
『 PDT 了 一 
1、 1 axr 一 让 
2 
人 < 一 1， 2 认 } 取 整 数 
其 中 改 一 - 《ci 人 C) 。 讶 一 《1 9 四 3 自 一 【asy ] wxay 起 一 攻 醒 | 上 0 总 


2， 算 法 一 一 分 枝 定 界 法 原理 

求解 ILP 问题 时 ,如 果 可 行 域 是 有 办 的 ,理论 上 可 汶 用 穷 举 法 求解 ,对 于 变量 不 太 多 时 
此 法 可 行 ,但 当 变量 很 多 时 这 种 穷 举 往往 是 行 不 通 的 。 分 枝 定 界 法 是 1960 年 初 由 Poig 和 
Land 等 人 提出 的 可 用 于 冰 解 纯 整 数 或 混合 整数 线性 规划 问题 的 算法 。 分 枝 定 界 法 比 穷 举 
法 优越 , 它 仅 在 一 部 分 可 行 解 的 整数 解 中 寻求 最 优 解 ,计算 量 比 穷 举 法 小 。 当 然 若 变 量 数 目 
很 大 ,其 计算 量 也 是 相当 可 观 的 。 

分 枝 定 界 法 求解 整数 规划 (最 小 化 ) 问 题 的 步 枯 为 

初始 ,将 要 求解 的 整数 规划 问题 称 为 IL ,将 与 它 相 应 的 线性 规划 问题 称 为 问题 -.。 

(1) 解 问题 L, 可 能 得 到 以 下 情况 之 一 

(《i》 1 没有 可 行 解 ,这 时 开 . 也 没有 可 行 解 , 则 停止 。 

(ii) L 有 最 优 解 ,并 且 解 变量 都 是 整数 ,因而 它 也 是 革 的 最 优 解 , 则 停止 。 

(iiy 世 有 最 优 解 ,但 不 符合 IL. 中 的 整数 条 件 , 此 时 记 它 的 目标 函数 值 为 如 ,这 时 若 记 上 了 
为 IL 的 最 优 目标 函数 值 , 则 必 有 了 了 之 户 。 

(2) 选 代 : 第 一 步 先 分 枝 , 在 工 的 最 优 和 解 中 任 选 一 个 不 符合 整数 条 件 的 变量 盖 ， 设 其 什 
为 忆 , 构 造 两 个 药 束 条 件 : z 二 [2] 和 二 [] 十 1 将 这 两 个 条 件 分 别 如 入 问题 ,将 工分 
成 两 个 后 继 问 题 L， 和 1 ， 不 考虑 整数 条 件 要 求 ,求解 L: 和 Ia。 

然后 定 愉 :以 每 个 后 继 子 问题 为 一 分 靶 并 标明 求解 的 结果 ,与 其 他 问题 的 解 的 结果 一 
道 , 找 出 最 优 目 标 函数 信 最 小 者 作为 新 的 下 界 , 替 换 户 , 从 已 符合 整数 条 件 的 各 分 枝 直 , 找 
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出 目标 数值 为 最 小 者 作为 新 的 小 界 六 , 即 有 产 袜子 之 六 ， 

第 二 步 一 比较 与 前 枝 : 各 分 枝 的 最 优 目 标 函 数 中 若 有 大 于 广 者 , 则 前 掉 这 一 枝 ( 即 这 一 
枝 所 代表 的 子 问题 已 无 继续 分 解 的 必 鉴 ) 若 小 于 三 , 且 不 符合 整数 条 件 , 则 重复 第 一 步骤 ,一 
直到 最 后 得 到 最 优 目标 函数 值 了 = .六 为 止 ,从 而 得 最 优 困 态 数 解 辣 ，j) 一 1，2，…，ms 

下 面 用 一 个 创 子 来 说 明 上 述 过 程 。 

麟 1 求解 下 列 整数 规划 


min 了 一 了 zl 十 3rs 十 4x3 

tdTL 十 27fa 十 3Ty 入 
3 十 ra 十 次 
TO 一 1 2，3) 
ly ay 为 整数 


解 : 放弃 z ，zrz ，zs 为 整数 的 条 件 求解 续 性 规划 问题 得 :三 一 (0.4， 3.8，0)， 
14.2# 

按 条 件 忆 和 3 和 zs 莹 4 将 问题 1. 分 解 成 子 问题 L: 和 La 并 赂 它们 下 界 为 14. 2。 

求解 线性 规划 子 问题 L: 得 : 如 一 (0.5，3:， 0.5)， 太 一 14.5; 

求解 线性 规划 子 问 题 L 得 :六 一 (173 4， 0)， 户 一 14.33 六 太一 14.33( 矿 与 
广 中 最 小 者 ) ,由 于 万 大 户 = 太 ,和 耐 娠 中略 一 173, 因此 以 条 件 羡 一 0 和 zx 之 1 将 La 分 
成 两 个 子 问 题 La 和 Is 并 赋 它 们 下 界 汶 14.33。 

求解 线性 规划 子 问题 L: ,得 : 基 一 (0 5,，0)， 广 一 15; 

求解 线性 规划 子 问 题 L ,得 : 驻 王 人 1，4, 0)， 记 一 15; 
由 于 # 和 癌 是 原 整数 规划 问题 的 可 行 解 且 态 人 天 一 15, 所 以 曾 六 一 15 作 为 上 界 。 

以 下 再 将 L, 分 枝 , 因 寻 一 0.5, 所 以 可 按 条 件 一 0 和 2 莹 1 将 Li 分 成 两 个 问题 1-s 
和 L ,并 赋予 它们 下 界 14. 33。 求 解 线性 规划 子 问题 Ls 得 :, 莽 一 (0，3,，2) ,万 二 17 求解 
线性 规划 于 问题 Le 得 , 焙 一 (10773)， 刀 一 16.33; 

由 于 广 . 态 全 户 人 万 =15, 所 以 L 和 Le 都 没有 继续 分 被 求解 的 必要 ,至 此 求 得 最 优 
解 为 zx: 一 一 (0,5, 0) 及 zx 一 于 一 (1, 4 0)，, 最 优 目 标 函 数值 为 了 一 太一 六 一 1。 

上 述 求 解 过 程 可 用 下 两 的 框图 11-1 表示 。 


问题 工 
0 二 0 二 
太一 42 ] 


1 









































问题 Li txzd 扫 3 问题 Latzy 六 四 
太一 W1L (0,5，30.5) 王 一 【173， 4 吉 | 
六 一 14.5 万 一 14.33 
问题 Litel 一 站 提 题 Letzl 六 1 问题 Ls(zl 一 全 问题 LiCza 区 
5 一 2 6 一 【107737) 型 一 (5 0) 4 
访 二 17 六 太一 16.33 ”1 古 一 15 太 之 15 











图 14-1 分 彼 定 界 法 的 框 贺 
-160 一 . 


# 11.3 整数 数 性 规划 分 枝 定 界 法 MATLAB 程序 


忽 M 函数 IIp. m 
function Ex 天 |=ILP (cy 有， ，vlb，vapb，x0，neqecstr，pre) 


[x, 于 = ILP〔(c，8，b，vlb，vub，x0，neqecstr，pre) 求 解 下 列 
整数 线性 规划 问题 
min 于 = ex 避风 =D，vlbi = =vub 
x 的 分 量 全 为 整数 


其 中 xo 是 初始 值 , 可 以 用 [J 代 蔡 xz0f neqcstr 表示 约 东 条件 
卢 xs:b 中 的 前 neqestr 个 是 等 式 ,neqestr 一 0 时 可 以 省 咯 ， 

此 时 也 可 以 省 略 x0, 即 调用 格式 ,x= 一 ILPec, Ab， vb，vub) 
求解 整数 线性 规划 。pre 下 精度 。 

返回 结果 是 最 优 解 ,E 是 最 优 解 处 的 函数 值 。 


E marglin8B，PFe 三 Di; 


旨 刘 昨 昨 有 咯 最 归 邮 


FE nargint7 了 7， neqcSstr = 日 ; 
Enargint6，x0=[ 
让 margin45，vub = 二]; 
if narginda，vlb=]; 
end，end，end，end ，end 
第 Set to CDLUnn YeC 上 CTS 
xD0=XxofDie=ctoib=bi)ivb=ylb: ivVvub=vubz) 
mm=1; ]j=1imrars= lengthfe ); 
frub = infty xall=[]yfall=[f]jix ftf b= 训 ]; 
[xtemp ztemp，hcw] = 1P《e， 丰 ， 力 ，V]E，Yub，x0，neqcStr， 一 工 )4 
ftemp = C * xtemp; 
让 srcnp《bow， :ok ， 
二 emph = OUndCXtenmDp) 3; 七 empl = 下 1OCIAXtempy 
上 emp2 = 二 :ndfabs(xtemp 一 七 amnpOy PDTG) 
mtenmp = 1engtbCtenp2) 1 
让 一 Sempty(temp2) 
x_f_b=fxctenpi ftempi ylby vubj; 
While 六 二 mm 
工 = 了 于 
wbile 5 = 了 七 etmp 
让 xx 三 blnvars+1T， = Erub 
ribhl=X 王 _btnvarst+ 2:2* mvars 二 II，]j)i 
Yubl =x 三 bl2*nvars+2:3"nVarS+T，3)1 
Yubl(temp2《1iyy》 = tenpI(temp2(i)) 


了 6 了 


[xtemp z，how]= 1btc，Lai ec ]，fby fwvub],，，，. 
Yibl，Vvubl 、x0，negqcSstr，、 一 二 ); 
fFemp = C “Xtemp; 
让 strcmpfhow，"ok )， 
二 emp10 = FouUndKXEEemD) 七 emD1L1L = 于 LOoT《XEemR》 
temp12 = 王 inafabs(xtenmp 一 temp10) Pre]s 
FE Tsemptyftempbl12) 。 
xal1l = [xal1，xtemp]; fall = | fal1，frempb] 
fvup = mintLfvubp，faliT]); 
elLSei< fenmpt = fwub 
x ff b=[xz 上 b，[xtenp; ftenpi Vlbli vubl]j 


们 忆 芝 ，en 人 二，engd 


IExX_ ff_ btnvars+1T，1)4 = wub 


VIbr=x 下 bnvars+2:2* mvar 呈 十， 了) 
TILDPrttemp2Ci)) = 七 cmp1(emp2(Ii)] 十 13 


vbr =X 下 bf2 nyars+2:3 mvars+1，])4 


Txtemp z，hem]= ip (cey，[a ce，[b;， fyub]j，vrlbr， .. 


VUDT，XD，PneqesStr， 一 二 )4 


EtemB = CR 区 二 emP3 
证 strcmpfbow，'ok )， 


上 tempr0O = Tound(Xtemp)5 七 emRtL = ELoDrCXEemp) 1 
tempr2 = ipnefabstxtemp 一 上 empr0)ypreys 
让 1Semptyktenpr2)， 
xal1l = fxal1，xtemp];i fall = [fal1，ftenp]y 
fvub = mintLtvrub，fal1]); 
已 LS8eiE 证 empt = 于 Vub 
x _ 工 hb=fx E_ b，[xtenpi ftenpi vlbry vubr]]# 


enga，end，end 


+=i+1li end 


xjint=x 于 DEL1:nvarsy:)i [了 mm] = Size(xint)i = 了 十 工 


if jymm，Dbreak ，end 

上 temp0 = Tound( Xint(: ，j) 5 Fempl = floortxintt :了 了) 
temp2 = find(absfxintf :，]) -tempO))7Pre)3 

mtemD = Lengtbttemp2) 3 ena， 


lse， 葡 拓 Xtempy = 于 empi end， 


证 一 isemptyta]Jz) 
fmin=tminCftall)，nmin=findtall== Enminy; 


X = zalL ，nmin)y 工 = fminy ena， 


el8ey, 区 = nany onesf1，TPYyraIS)f end 


一 了 2 


和 
时 


$11.4 0-1 型 整整 线性 线 蓝 


1 0-1 型 整数 线性 规划 的 提 法 
人 1 型 整数 战 性 规划 是 一 类 特殊 的 整数 规划 , 它 的 变量 仅 取 值 5 或 1;: 它 的 提 法 如 下 


tx 一 站 
zl 2 了 取 0 或 1 
其 中 CE 一 (ea 2 CD 点 一 直 1 | 了 圾 一 【Dawn 几 一 《天 ， P ， 人。 


我 们 称 此 时 的 决策 变量 为 9-1 变量 ,或 称 二 进 制 变量 。 在 实际 问题 中 ,如 果 引 进 0-1 恋 
量 , 就 可 以 把 各 种 需要 分 别 讨 论 的 线性 (或 非 线性 ) 规 划 问 题 统 一 在 一 个 癌 题 中 讨论 了 。 

2. 求解 0-L 线性 规划 的 隐 校 举 法 

求解 整数 线性 规划 的 分 枝 定 界 法 也 是 一 种 本 校 举 法 ,0-1 规划 可 以 通过 增加 限定 0 科 
x 丢 1 的 整数 规划 来 求解 。 

在 此 主要 介绍 一 种 针对 0-1 线性 规划 特点 的 隐 枚 举 法 算法 。 所谓 隐 枚 举 , 是 一 种 " 聊 
调 ” 的 核 举 ,通过 设计 一 些 方法 ,检查 变量 组 合 的 一 部 分 ,而 不 必 全 部 检查 ”个 变量 的 2 个 
取 值 组 合 。 要 说 明 的 是 ,对 有 些 问题 特别 是 对 于 一 部 分 决策 变量 是 0-1 变量 的 混合 线性 规 
划 ) 隐 校 举 法 有 时 难以 适用 ,所 以 穷 举 法 还 是 必要 的 。 


隐 核 举 法 原 题 与 算法 步 圣 
人 D 记 态 =c<o, 将 个 决策 变量 构成 的 x 的 可 能 的 2" 种 取 值 组 合 按 二 进 制 (或 某 种 顺 
序 ) 排 序 } 


《iiy 按 上 述 顺 序 对 * 的 取 值 首先 检测 了 = ex 扫 六 是 否 成 立 , 苦 不 成 立 则 放 奔 该 取 值 
的 zx, 按 次 序 换 G) 中 下 一 组 工 的 取 值 重复 上 述 过 程 ; 若 成 立 , 则 转 下 步 ; 

《iii) 对 x 逐一 检测 4Axr 过 严 中 的 ia 个 条 件 是 否 满足 ,一 旦 检测 某 条 件 不 满足 恒 停 止 检 
测 后 曾 的 条 件 ,而 放弃 这 一 组 x, 按 次 序 换 (i) 中 下 一 组 工 的 取 值 执行 (ii 车 阅 个 条 件 全 满 
足 , 则 转 下 步 ; 

(iv 记 态 一 min( 态 ， 访 , 按 次 序 换 人 ?中 下 一 组 半 的 取 值 ,执行 Ci); 

(v) 最 后 一 组 满足 了 = ex 所 六 和 4z 所 靖 的 zx 即 为 最 优 解 ， 

注 , 在 执行 上 述 算 法 步 台 时 ,可 以 及 时 地 记录 所 有 满足 了 上 一 co 一 三 (7 为 最 优 值 ) 的 
YY 以便 求 所 有 最 优 解 。 


#11.5 0-1 型 整整 线性 线 划 计算 的 MATLAB 程序 


在 下 而 的 核 举 和 隐 核 举 程序 中 用 到 命令 了 = de2bi(D), 其 作用 是 将 十 进 制 数 向 量 D 转 
换 为 相应 二 进 制 数 按 位 构成 的 以 0，1 为 元 素 的 矩阵 召 。 
站 M 函数 de2bi. m 
function b = QUe2bi(，n，P) 


#DE2BI 转换 十 进 制 数 为 二 进 制 数 。 
一 78 一 


B= TDE2BIKD) 转 换 正 整数 向 芥 D 成 二 进 制 年 阵 8B。 
二 进 制 矩阵 B 的 每 一 行 表示 十 进 制 向 基 D 中 相应 的 数 。 
B= DE2BI(D, 区) 转换 下 整数 向 量 D 成 二 进 制 笋 阵 B， 

但 指定 引 的 列 数 为 W。 

B = DE2BI(D，N，P) 转 换 下 整数 向 量 D 成 p 进 制 矩阵 B。 
pb 进 制 扎 阵 B 的 每 一 行 表 未 十 进 制 问 量 D 中 相应 的 数 。 
d=dt:)i len 台 =1Lengthtady# 


1F mingdt0，errozf Cannot conmvrert 8 megatiye number 六 


名 呈 最 归 吨 师 


elLse 让 一 1Semptyffindd== inEy)， 
error('Input must not De In 7 
ElseiE fincgd 一 = 夺 LoorCd 7)， 
errorf Input must be an integer.，); 
Snd; 
Enargine2， 
tmp = max(d)y bl=[]; 
While tmpy>O 
bl = [bl rem(Ctmp，2) ]; tmp = fLoor(Ctap727 3 
endi 
ms= Lengthtbiys 
ends 
iE nargind3，P= 2 enadi 
b = zerosflen dj 1# 
for T=1:len 过 
=1 tnp=atiy; 
While je = mgCEtnPp70) 
bf(i，j) = zxemftmp， 玉 )3 tmp = 上 Loorkthmp/ py 
J 了 = +li 
endi enay 
鸣 M 数 LO0ip eta 入 举 法 ) 
function fxy, f] =LOLP etc，&，b， 要) 
gs [x, f] = LOlp_ ec， 8 by 卫 拥 校 举 法 求解 下 列 
争 0-1 线性 规划 问题 
区 minE=e'xx， st axt =Dbyx 的 分 量 全 为 整数 0 或 1， 
#% ”其 中 表示 约束 条 件 ax<<b 中 的 前 个 是 等 式 , 几 = 0 时 可 以 省 略 。 
#% 返回 结果 x 是 最 优 解 ,是 最 优 解 处 的 函数 值 。 
if nargined4, 上 =0F end 
cC=efirb=bCoi 
[m, mq]=sizefa)ix=[]i = abs(Kc )* onesfKna，1)3 二 = 工 
while ix = 27mn 


一 144 一 


B= de2biCi-1，n) 
七 = 县 * 卫 一 by: tll=findftl:N，) 一 一 0 
七 1 = findfttt 本 TILimyy)y93; 上 tL= [ttt 七 2]， 
iE isemptyft1ly) 
E= minCEEf，c*B])# 
if cc*B== 王 和 =Biend 
end 
= 工 二 1， 
end 
听 M 函数 LOlp ie 
sunctjion [xy 王 ]=ZD1P iekey，R，DP，1) 
s [xy f1= LOlp _ ie(c， RN，b, D 用 帆 枚 举 法 求解 下 列 0-1 线性 规划 问题 
村 mimn 王 =cxxs.t， art =byx 的 分 基 全 为 整数 0 或 1， 
旧 “其 中 疏 表 示 约 划 条 件 ax<sb 中 的 前 个 是 等 式 必 = 0 时 可 以 省 赂 。 
g% 返回 结果 x 是 最 优 解 ,E 是 最 优 解 处 的 函数 值 。 
计 margintd， 订 = end 
c=etgiiDbp=boyi 
a = 一 RN Rb=L-bdoDyblji 
Im, mn] = size(a)y X=[];E=abs(c )rones(n，1)3 
&R=[e aib=Efibii=dls 
Wbile if =2ADn 
B = de2bi(i-1，n) ; 
j=lrtl=ajyo*Ba-bJ)i 
While rtld = 0&jn+1) 
j= 了 +1it4=RCye<B~Pbhi 
if tiy0, J=1y endi 
End 
证 j== 中 +1 
X= 了 工 =C “了 B 
bt1) = minf[bftt)， 上 ])， 
enDd 
工 = 了 工 二 工 # 


end 


$1l.6 实验 例题 


例 2 〈 货 车 装 党 方案) 调用 命令 ILp. mm 计算 如 下 
》eleary = 一 [0 37 58; 365 355 458 50]; % 转换 求 max 为 求 min 
ya= [55，58，62.4，49，40.6，53.3，66; 0.5，1.7，3，2.2，3，]， 4]; 


一 到 


》b= [1000: 401，1b = zeraos(7，1); ub = [8， Bi 6:; 7 3; 4; 6]; 
》ticy [xy 王 ] = ILP(E， ab，1b，uby， []，0，0.001) ，toc 


xX 一 攻 输 出 
3 
了 
6 
人 
3 
4 
1 
{ 一 
一 349 
elapse 坟 time 一 
328. 81 


注 : 分 核定 界 法 本 质 上 还 是 一 种 枝 举 法 ,并 不 是 一 种 完全 有 将 的 算法 , 当 奕 本 较 多 或 和 
件 较 复杂 时 , 计 站 耗 时 可 能 很 多 。 本 例 用 时 328.84 秒 。 
例 3 某 厂 拟 用 集装箱 托运 甲乙 两 种 货物 ,每 箱 的 体积 .重量 .可 获 利润 以 及 托运 所 爱 
限制 如 表 11-2 。 
表 1]-2 
任 。 积 重量 利润 





每 箱 {mal) 每 箱 {t 每 逢 ( 干 元 
- 一 -一 一 修一 


























问 两 种 货物 各 托运 多 少 箱 , 可 使 获得 利润 为 最 大 ? 
解 , 这 个 同 题 可 用 遇 数 规划 求解 。 设 z 和 盖 分 别 为 甲 和 乙 两 种 货 牺 的 托运 籍 数 ( 绒 


为 非 负 整数 ), 则 有 


3 65pl 十 4rsS24 

271 十 5ze ss 13 

了 00 一 1 2) 
0 ，zz 为 整数 


四 了 一 2207 十 107rs 


首先 放弃 整数 性 条 件 , 求 线性 规划 同 题 
3c=[-20，-10]:a=[5，4; 2. 5];Db=[24; 13]5 昕 转换 max 为 imin 
3ixy f]= 1inpregtcy ay by []. [5[o0s 0，[ 


关 一 


一 到 1 一 - 


一 96 
yc=[-20， -10]:a=[5,， 4 2,5jib=[24; 13]j; 多 增加 条 件 拉 委 4 
》Lx, E]= Linprog(c，ay DT，[D， [Lo 0]， [4 inf]) 


大 一 


-90 
》c=[-20，-13]ia=[5，4;， 2,. 5]; pb=[24， 13]i 盖 增 加 条 件 严 闻 5 
》x = linprog (c，ay b, 门 , []，[5; 吕 ，[]) 
无 可 行 解 
可 见 x= (4，1)T, ff 一 一 90 (一 研 = 90)， 问题 得 以 解决 。 
调用 ILP,m 求 解 ， 
》c=[L-20，-10];a=f5, 4 2,，5];b=[L245 13]j; 
》[x,， 于 = ILp(c，a， D，[0; 0],，[infi inf]， [1]， 0，0.0001) 


式 一 


一 折 
例 4 求解 下 列 整 数 规划 
min 了 一 十 -fa 一生 3 
it 十 2i 十 2z3 去 有 
TI 十 科 一 IT 安 人 
一 站 十 2 十 za 妆 半 
Fi 320C 一 1，2) 
zl1，zz 为 整数 
解 : 调用 ILP, m 求解 
ye=[l,1,， -ga=fi,l1, 2 1 1，-45 -1 1 1]b=[93 2 4]， 
3Tx, = IIp(ec， ay b，[0; 0 0],， [inf; infi inf]，LJ，0，0.00017 


x 一 冯 有 两 枝 得 到 同样 解 
0 1 
0 0 
4 4 


3 了 67 一 


一 1 
鲍 5 求解 下 列 0-1 焉 整数 规划 
max 睛 一 一 32714 十 2xz 一 5zs 
3 十 2zr 一 司 去 2 
1 十 4zrs 十 Ta 妇 和 
十 3 
47a 十 Ta <: 有 
Xi ar ty 为 上 或 上 


解 : 分 别 采 用 枚 举 法 和 隐 枚 举 靶 求解 如 下 
》e=[3，-2，5]， 晤 转换 求 max 为 求 min 
3a=[L1, 2 -1141 11 0 0 4 1]b=L2 4 3f6]; 
少 X1L =TU0]D_ etc ar pr 2=T0OI ietc abp)ix 2 


X] 一 
D 
] 
D 
X2 一 
日 
】 
站 
即 得 问题 的 解 。 


例 6 一 架 货 运 飞机 ,有 效 载重 量 为 24t( 吨 ), 可 运输 物品 的 重 县 及 运费 收入 如 表 11-3 
所 示 ,其 中 各 物 硬 只 有 一 件 可 供 选 择 。 











监 估 (万 元 





问 如 和 何 选 运 牺 唱 运 划 总 收入 最 多 ? 
、 四 当选 运 第 宇和 种 物品 时 
解 : 记 交 一 L 其 他 
岗 有 


号 让， 8zri 十 3 十 6Gzs 十 9 十 5rs 十 7.T6 < 24 
1 2 如 为 0 或 1 
采用 校 举 和 隐 校 举 法 计算 得 (将 题 中 的 求 max 转换 为 求 min): 
》c=-[3,5,2,4,2,3]， as=[8, 13，6,，9，5，7j， b= 24; 
一 68 一 


四 子 一 37 十 5rs 十 27rs 十 4 十 275 十 3zs 


少 xl = LOlIP _ ec， ay Dr xx2=LOIP ie(c，ay pb)i xl _ x2=[xl，x2] 
X1 _X2 = 


] 1 
6 6 
0 @ 
1 
f 0 
1 1 
可 多 分 草 选 运 第 1, 4 和 6 种 物 剖 。 


il7 实验 习题 


1 求解 下 列 整数 规划 问题 


maax 了 一 3zl 一 工 : 

5 一 2 SS 
5 十 4rr 之 10 
2 十 Ta 雯 :5 
Ti Ta 昌 


4 民 1 9 3 为 整数 
2 【生产 计划 制定 ) 某 工厂 贞 甲 、 乙 两 种 原料 生产 A,，B，5C, 四 种 产品 ,每 种 产品 消 
耗 原 料 定 敬 如 表 11-4 所 示 , 现 有 甲 原料 18t( 吨 ), 乙 原料 35。 请 制定 一 个 使 总 利润 最 大 的 生 
产 计 划 。 




















表 11-4 
AT 万 性) HBH 万 件 》 (万 件 ， Tt 五 件 ) 
中 了 2 ] 号 下 
忆 1 一 一 站 ,5 
单位 利润 5 万 元 7 万 件 日 | 8 19 








3 某 机 械 广 制造 A.B 和 fC 三 种 机 床 , 每 种 机 床 须 用 不 同 数量 的 两 类 电气 部 件 : 部 件 1 
和 部 件 2。 设 机 床 A、B 和 总 各 用 部 件 1 的 个 数 分 别 为 4、6 和 2, 各 用 部 件 2 的 个 数 分 别 为 
4. 3 和 5 在 和 伍 何 一 个 月 内 共有 22 个 部 件 1 和 25 个 部 件 2 可 用 :生产 A, B 和 (5 二 种 机 床 
每 台 的 利润 分 别 为 5 万 元 ,6 万 元 和 4 方 元 ， 问 A, B 和 《三 种 机 床 每 月 各 牛 产 几 台 ,才能 
使 三 部 取得 最 大 利润。 

4 (投资 场所 选 定 ) 某 公司 拟 在 市 东 ,西南 三 区 建立 门市 部 。 拟 议 中 有 7 个 位 置 点 4， 
G 一 1, 2, …，7) 可 供 选 择 。 规 定 :在 东区 ,由 三 个 点 4 、4: 、A, 中 至 多 选 两 个 :在 西区 ， 
由 两 个 点 4, 、A; 中 至 少 选 一 个 ;在 南 区 ,由 两 个 点 As 、4, 中 至 少 选 一 个 。 投 资 总 额 不 能 超 
过 700 万 元 。 设 备 投资 费 与 每 年 可 获 利 润 见 表 11-5。 问 应 选择 哪 几 个 点 可 使 年 利润 为 

-3169 一 


最 太 ? 















设备 投资 莫 ( 方 元 ) 
年 终 获 利润 ( 方 元 ) 





5 求解 0-: 规划 


min 了 厂 一 4zl 十 3zz 十 27s 
5 2 一 5 十 3rs s 二 
421 十 ze 十 3za 之 3 
Ta 中 2a] 
2 Ta 为 癌 三 了 


6 求解 0-1 规划 
TaiX 了 一 一 27 一 5r3 -323 一 4 
5 tt 一 4 十 za 十 从 十 和 六 和 0 
一 2z 十 4 十 2fy 十 4zr 六 二 
2 十 za 一 和 十 六 工 
zay ta 为 0 或 1 


一 了 170 一 


实验 十 二 ”通信 联络 网 的 建立 
图 与 网 络 优化 


本 实验 的 目的 是 通过 对 应 用 问题 的 介绍 及 求解 ,学 习 图 与 网 络 的 相关 知识 及 其 应 用 方 
法 ,理解 并 掌握 最 优 树 及 最 直路 径 的 区 ruskal、Dijkstra 等 算法 ,并 能 运用 MATLAB 或 其 他 
算法 语言 编写 算法 程序 ,强化 用 图 与 网 络 建 立 解 决 应 用 问题 的 袜 型 并 求解 的 实验 活动 。 本 
实验 研究 了 建立 通 入 联络 网 和 设备 更 新 方案 等 应 用 同 题 ,并 给 出 了 用 MATLAB 编写 的 
Kruskal 和 Dijkstra 算法 竹 序 。 


12.1 引 例 :通信 联络 网 的 建立 


设 有 6 个 启 民 点 (如 图 12-1(a) 所 示 ) ,每 条 边 代表 两 居民 点 的 道路 ,数字 代表 路 长 。 现 
要 在 这 6 个 居民 点 之 间 设 置 通 信 线 路 两 ,以 保证 6 个 居民 点 的 联络 。 如 果 已 知 设置 适 信 和 线 
路 代价 与 道路 长 成 正比 , 问 如 何 建立 该 通信 联络 网 ,而 使 联网 代价 最 小 。 


SN ws 二 一 
5 而 
3 
Ta < 一 1 全 
于 
RE 3 5 


最 小 生成 树 的 梳 为 号 
《aa 《hb 
图 12-1 通信 联络 网 

图 12-1(b) 是 一 种 建立 通信 联络 两 的 方案 。 如 果 在 和 间 再 连 一 根 线 了 , 则 z、 也 
和 ww 形成 了 一 个 闭合 的 线路 , 称 为 回路 。 但 由 于 mm 已 经 通过 mm 与 w 建立 了 线路 连通 ,所 
以 再 连 和 ww 是 多 祭 的 且 增 加 成 本 。 如 此 看 来 最 佳 联网 方案 中 不 允许 有 回路 。 这 种 没有 
回路 的 连天 的 图 , 称 为 树 , 包 含 了 原 图 所 有 项 点 的 树 称 为 原 图 的 生成 树 , 联 网 成 本 最 小 的 生 

成 树 称 为 最 小 生成 树 { 最 优 树 }] 。 对 本 例 而 言 是 寻找 最 小 生成 树 。 




















#1i2.2 建 与 网 络 的 基本 建 论 复习 


1.， 基本 概念 和 名 词 
由 若干 个 不 同 的 点 ( 称 之 为 得点 或 节点 ) 与 其 中 某 些 顶 点 的 连 线 所 组 成 的 图 形 称 为 图 ， 
一 了 ?4 一 


如 图 12-1 中 心 为 顶点 。 
姐 果 图 中 的 每 条 边 都 有 一 个 具体 的 数 与 之 对 应 , 称 这 些 数 为 权 , 称 这 样 的 图 为 财权 图 或 
网 络 . 如 图 12-1(a) 所 示 。 
到 与 网络 的 基本 概念 如 下 
(1) 边 与 或 :把 两 点 之 朵 不 带 篇 头 的 连 线 称 为 边 , 带 篇 头 的 连 线 (例如 图 12-2 所 未 ) 称 
为 缴 。 
《2) 无 向 图 与 有 向 印 : 如 果 一 个 园 如 是 由 顶点 和 边 构成 的 , 称 
之 为 无 向 图 (如 图 12-1) , 记 为 瑟 王 (YY，FE) ,YY 和 互 分 别 是 心 的 顶 
点 的 集 台 和 边 的 集合 ， YY 一 1 人 让 下 一 {ely 人 
呈 由 es 。 如 果 一 个 图 写 是 由 顶点 和 台 构 成 的 , 称 之 为 有 有 图 (如 图 
图 12-2 有 向 针 12-2)， 记 为 如 一 (7 4A) ,其 中 YY 和 A 分 别 是 避 的 顶点 的 集合 和 弧 
的 集合 , 4 = te ar，…，aw)。 通 常用 顶点 的 有 序 对 (对 无 向 图 是 无 序 对 )(u，w) 来 表示 
弧 或 边 , 如 图 12-1(b) ,下 一 (V， 开 )， 克 一 人， 人 人 (re 
人 
(3) 链 :在 图 品 一 《Y,， 了 ) 中 ,点 每 边 的 迹 鲁 序列 《4 人， 
ur 其 中 全 为 连结 内 和 ar 的 边 导 二 1 2， 一 1)， 称 为 一 条 连结 ww 和 六 的 链 , 如 图 
12-2, {(] ,4)，(4，2)7，(2，3)} 为 一 条 链 ，。 
(4 路径; 如 果 〔i ay 如 ， 旦 et， 内)》 是 图 心中 一 条 链 , 并 且 ax 为 从 
好 指向 url 的 对 ( = 1，2，…: 一 1), 称 之 为 从 由 到 地 的 路 径 。 如 图 12-2，{(1，2)， 
(2，3)，43，4) 为 一 条 路 税 。 
《5) 回路 :闭合 的 路 径 称 为 回路 。 
《6) 圈 , 闭 合 的 链 称 为 圈 。 对 无 向 图 而 言 , 链 与 路 径 、 回 路 与 尾 是 同一 的 。 
《7) 连通 图 :图 所 中 任何 两 个 点 之 间 至 少 有 一 条 链 , 称 C 为 连通 图 。 
《8) 树 与 生成 树 :一 个 无 图 的 连通 图 称 为 树 。 若 G, =《〈Vi， 已 ) 是 连通 图 Cs 一 (Y:， 
正 : ) 的 生成 子 图 【 即 Ya 一 V2， 五 . 二 上 zs)， 且 CC 本 身 是 树 ,出 称 刀 ， 为 Te 的 生成 树 。 
(9) 撤 拉 矩阵 ,以 ,表示 图 G 中 从 顶点 凡 到 世 的 引 的 数目 (无 向 图 只 考虑 w 与 风 间 
的 边 的 数 肯 ) , 则 矩阵 下 = (PP，) 称 为 图 避 的 邻接 矩阵 。 
(10) 带 权 邹 接 和 矩阵 ;以 ww 表示 网 络 G 中 从 顶点 ww 到 的 台 的 权 {( 无 向 网 只 考虑 # 与 
。， 间 的 边 的 权 ), 当 必 到 二 无 引 或 边 时 ，us = ce， 则 矩阵 殉 一 (av ) 称 为 图 如 的 带 权 撮 摊 
和 矩阵。 如 图 12-4 的 带 权 邻接 矩阵 为 (这 里 是 用 MATLAB 输出 结果 的 ,Inf 表示 so) 


全 一 
Inf Inf 14 Inf 30 100 
Jnf Inf 5 Inf Inf Inf 
lnf Inf Tunf ii Ini Inf 
Inf Tof Jnf Intf JInf t0 
了 xf Inf TInf 20 Inf 60 
1nf Inf Inf Inf Inf Inf 


2. 最 小 生成 树 与 Keuskal 算法 
树 旦 一 类 特 跌 的 图 。1847 年 Kirehhofl 在 研究 电 两 络 时 , 便 发 展 了 有 关 树 的 理论 树 
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在 分 子 结构 .电网 络 分 析 、 计 算 机 科学 等 领域 有 广泛 庶 有 四， 

最 小 生成 树 :在 赋 权 图 G 中 , 求 一 样 生 成 树 , 使 其 总 权 最 小 , 称 这 樟 生 成 树 为 图 G 的 最 
小 生成 树 。 

Kruskal 算法 思想 及 步 双 :Kruskal(1959) 提 出 了 求 图 的 最 小 生成 树 的 算法 ,其 中 心思 
想 是 每 次 梁 加 权 尽 量 小 的 边 ,使 新 的 图 无 圈 , 直 到 生成 一 覃 树 为 止 , 便 得 最 小 生成 树 。 其 算 
法 步骤 如 下 

(GD 把 赋 权 图 G 中 的 所 有 边 按照 权 的 非 减 次 序 排列 。 

(Ci 按 (D 排 列 的 次 序 检查 G 中 的 每 一 条 边 , 如 果 这 条 边 与 已 得 到 的 边 不 产生 又, 则 取 
这 一 条 边 为 解 的 一 部 分 。 

《iii) 著 已 取 到 一 一 1 条 边 ,算法 终止 。 此 时 以 Y 为 顶点 集 , 以 取 到 的 ”一 1 条 边 为 边 集 
的 图 即 为 最 小 生成 树 。 

3. 最 短路 径 与 Dijkstra 算法 

最 短路 径 问题 是 图 论 中 的 一 个 基本 阿 题 。 它 在 通讯 .石油 管线 铺设 .公路 网 等 实际 癌 题 
中 有 着 广泛 的 应 用 。 

最 短路 径 问 题 ,在 赋 权 有 向 图 G 中 , 求 一 条 总 权 最 小 的 z 至 的 路 径 的 问题 ,就 是 最 
短路 径 问题 。 

Dijkstra 算法 的 基本 思想 :如 果 my， wm， my am 四 是 某 图 各 从 到 凤 的 最 
短路 径 , 则 它 的 子路 w，…，, 一 定 是 从 到 的 最 短路 径 。 

Dijkstra 算法 的 步 又 ,该 算法 可 求 得 网 络 中 从 某 顶点 到 其 他 所 有 顶点 的 最 短路 径 ,算法 
步骤 为 

CD 假设 网 络 台 有 aa 个 顶点 ,用 带 权 的 邻接 矩阵 风 来 表示 ，, 旭 (,， 四 表示 从 顶点 到 交 
的 弧 或 边 上 的 权 值 ,不 存在 怕 或 边 的 权 值 用 ce( 在 MATLAB 中 为 Inf) 表 示 。S 为 已 求 出 的 
从 已 知 始点 坟 出 发 的 最 短路 径 的 终点 的 集合 , 它 的 初始 状态 为 空 集 。 则 从 w 出 发 到 图 上 其 
余 各 顶点 ww 可 能 达到 的 最 短路 径 长 度 的 初 值 为 ; DC = min{ 凤 (人 有 | 下 后 一 人 让 

《ii) 选择 w ,使 得 : DG) = min{D(E) | w EY 一 Sm 就 是 当前 求 得 的 一 条 从 始点 ， 
出 发 的 最 短路 径 的 终点 。 令 8 一 S 划 他 

(iii) 修改 从 上 出 发 到 集合 YY 一 上 和 芷 一 顶点 zx 可 达 的 最 短路 径 长 度 。 如 果 P7 十 
研 人 有 一 DC， 则 修改 站 (二 为 : 站 (RD 一 了 全 ) 十 全 (RD)# 

(iv) 重复 操作 (ii) 、Gii) 共 ”一 1 次 ,并 记录 各 最 短路 径 经 过 的 所 有 顶点 。 由 此 得 到 从 
始点 w 到 图 上 其 余 各 顶点 的 最 短路 径 是 依 路 径 长 度 递增 的 序列 ， 


# 12.3  Kraskal 算法 与 Dijkstra 算法 的 MATLAB 程序 


1。Kruskal 算法 的 MATLAB 程序 
%% M 双 数 mintreek. m 
functicn [由 ，PP] = mintreek(Cn， 末 ) 
% 图 论 中 最 小 生成 树 Kruskal 算法 及 画图 程序 Y 商 数 
g% 格式 [ 且 ,Pp] = mintreektn,， mW:n 为 图 顶点 数 届 为 图 的 带 权 邻 接 托 


阵 ,不 构成 边 的 两 顶点 之 间 的 权 咱 inf 表示 。 皇 示 最 小 生成 树 的 边 及 
一 773 一 


$ 顶点 . 凡 为 最 小 生成 树 的 权 ,Bp(:，1: 人 为 最 小 生成 树 边 的 两 项 点 ， 
多 BC:，3) 为 最 小 生成 树 的 边 权 ,PP(:， 生 为 最 小 生成 树 边 的 序号 ; 
# 附 图 ,红色 连 线 为 最 小 生成 树 的 图 ， 
tmpa= find(W~- = inf); [tnpb，tnpc]= find(Wr- = int) 
w=R(tnpa)z e=[tnpb, tnpc]i $%w 是 由 中 非 inf 元素 按 列 构成 的 向 量 
$e 的 每 一 行 元 素 表示 一 条 按 的 两 个 项 点 的 序号 

[wa， mb] = sort(w) 了 = TeCwb，:)，wa， pb]i [nE，mE] = sizetE) 
temp = find(EKC:，1》 一 了 :， 2) 卫 = 匡 (emp，: 34 
PB=E(1，:); =1LengthkEt: ，1721 
While【《zrank(E)70) 

七 Emp1 = maxKE(1，2)，BEt1，1)7)7; temp2= 轴 in《EKL，22， 卫 (1，1 工 7 

for 荆 = 工 :K; 

证 (ECi，1)7 == 上 templ)，E(i，1) = tenp2i end 
ifE (ECi，2) == templ)，E(i，2) = temp2 end 

end 

己 = ind(EK:，1) 一 了 ty，2)》)》 卫 = 下 (Ba 3 和 

主 《rankKE)70)，B= [Bi BCL1，:)] ;大 = length(EK: 10 encd 

end' 

Mt = sum(P(:，3)); Pp= [etP(:，4)》，:)，PRC:，3:4)] 

for =1:LengthtE(:，3))3; 外 显示 顶点 v, 与 边 en 


disB([ 1 ie，nom2strrPrI， 4)]，” (ww ，. 
nuam2str(Ppti， 1))， ”wmam2str(P(i，2))，)》 
enmd 

# 以 下 是 画图 程序 


axtiSs equal3y hoid on 
[x， 中 = cylinder(T，mn)i xm = minCXKCL，3) = mingyt1，* 8 
xx = maxkx(1，:))1 = maXCYCL，:))3 
axis([xm- abs(xm)*0,15，xx + abs(xx) "0.15， 一 abst3ym) 0.15，.，,， 
Yg+abs(yy)*0.15]); plot(xt1，:)，YIL，:) ，ko ) 
tor 夺 =1:ni temp=[ TY ，int2strKi)j]i 
上 exttxK1，1) ，YCdL，I)，tenp)yf endi 
for ii=1;nB，plot(x(i，efi，:))，Y(1，etiy 0)，D)i endi 
fcer = Ti:lengthtEK:，4))》， 
plet(x(1，pp(tiy， 1:2)?)，Y(1，Pp(i， 1:2))， 7i ends 
text( -0.35，- 1.2， [最 小 生成 树 的 权 为 "，，“， num2strC RE)]) 3 
titleC' 红 色 连 线 为 最 小 生成 树 ); axis("off ); hold off 
2、Bijkstra 算法 的 MATLAB 程序 
听 M 函数 minroute, t 
function [S，D] = minroute( 半 ， 职 ， 如 ) 
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多 图 与 网 络 论 中 求 最 短路 径 的 ijkstra 算法 X 画 数 
多 格式 LS，Dj = minroutefi，n，) 


守 为 最 短路 径 的 起 始点 为 图 顶点 数 ,w 为 图 的 带 权 邻接 矩阵 ， 
省 不 构成 边 的 两 项 点 之 间 的 权 用 inf 表示 。 电 示 结果 为 :3 的 每 

多 一 列 从 上 到 下 记录 了 从 始点 到 终点 的 最 短路 径 所 经 顶点 的 序号 ; 
Y D 是 一 行 向 量 , 记 录 了 s 中 所 示 路 径 的 大 小 


dd=[j,tt=[];ss=[];ss(l,1l)=iy=liniVi=[]rad=[0 ii 
s dd 的 第 二 行 是 每 次 求 出 的 最 短路 径 的 终点 ,第 一 行 是 最 短路 径 的 值 
kg = 2 [mad，neadd] = sizefadd); 
While ~ SemptfY) 
[tmpd， 林 =mzinCRCi，V) 3 tmpj= VD)i 
二 cr 其 = 2:ndd 
[tmapl, j 习 = mintad(1，k) +(dd(2，k) ， VD)3 
tmp2 = Y(jjyy tt(k 一 1，:)》= [tmp1，tmp2， 本 了] 
end 
tmp = [tmpd，tmpj， ji tt]; [tmp3，tmp4] =min(tmpf:，127)5 
if tmp3== tmpd，sst1:2，kk) = [1 tmp(tmnp4，2)7]; 
elSse，tmp5 = tinc(ss(:，tnp4) 一 =0)5 tmnp6 = 1engthK(tmP575 
if def(2，tmp4) == 5SKCtmp6 ，tmp4) 
ss(1L,tmp6+1，kk) =[ss(tnp5，tmnp4)+ tmpCtnp4，2)]; 
else，ss(1:3，kjkk) = [iy cd(2，tmp4); tmpCtmpd4，2)]: 
end enc[ 
dd = [dd，[tnp3， tmp(tmp4，2)]; VCtnp(tmp4，37) =[]; 
[mdg，nadd] = sizefdd)j jc= kkt+t1l 
endi S=851D=eac(1L，;) 


8$12.4 实验 例 籁 


例 1 (通信 联络 网 的 建立 ) 运 用 Kruskal 算法 求 出 图 12-1(a) 的 最 小 生成 树 , 即 可 得 到 
最 佳 建立 阿 络 的 方案 。 求 解 如 下 
史 CLeary 己 王 各 = 1nf” onest6)3 
yw(1，f2，3，4]) = [6,，1，5] w(2，[3，5]) = [5，3J; 
》wf3，[4，5，6]) =[5，6，4jf wd4，6)7 一 21 区 5，6) = 6i 
》[a,b] = mintreek(D，w) 
e2kvl v3)》 皮 输 出 顶点 与 边 的 标记 ,最 小 树 的 构成 一 目 了 然 
egfvd v6) 
e6fv2 Yy5) 
eSfyl vd4) 


e3Sfvz vd1) 
一 27 和 一 


15 名 最 小 生成 畦 的 各 值 


bb 一 吼 其 会 义 见 程 序 mintreek.m 的 说 明 
1 号 1 之 
二 6 了 虽 
了 3 3 6 
3 各 4 名 
2 3 3 3 





这 里 略 去 了 所 附 图 形 ,该 图 是 图 12-1(a) 与 12-1(b)? 的 重 倒 。 

例 2 《设备 更 新 问题 ) 某 公司 使 用 一 种 设备 ,这 种 设备 在 一 定年 限 内 戎 著 时 间 推 移 逐 
渐 损 坏 。 所 以 ,保留 这 种 设备 的 时 间 越 长 ,每 年 的 维修 费用 就 越 大 。 现 我 们 类 设 该 公司 在 第 
一 年 开始 时 必须 购置 一 台 这 种 设备 ,并 假设 计划 使 用 这 台 设 备 的 时 间 为 五 年 ,估计 这 人 台 设 备 
的 购买 费 和 维修 费 (单位 :万 元 )? 见 表 12-1。 

素 12.1(8) 第 一 年 到 第 五 年 的 购买 价 招 














这 家 公司 希望 确定 应 在 娜 一 年 购买 一 台新 设备 ,使 得 维修 费 和 新 设备 的 购置 费 的 总 条 
最 小 。 

解 : 考虑 六 个 点 册 ，m，m， 由 和 * 其 中 心心 一 1 
…，5》 表示 在 第 ;年 初 要 购买 新 设备 。w 是 虚设 点 ,表示 
在 第 5 年 底 才 购买 新 设备 。 再 从 点 mGi 一 1，…，5) 引 出 
指向 点 TH 东 HE 的 弧 , 弧 (o， 节 ) 表 示 第 了 年 年 初 
购 进 的 新 设备 要 使 用 到 第 /年 Cj 一 2，…， 6) 的 年 初 。 矣 
(zy 世 ) 上 所 赋 的 权 为 第 :年 的 购置 费 加 上 从 第 ; 年 初 到 
第 /年 初 这 段 时 间 的 维 做 总 费用 。 比 如 圾 (1，4) 一 20 十 
《5 十 7 十 12) = 44( 万 元 )， 如 此 计算 可 得 到 所 有 权 值 ,网 下 
面 的 赋 权 有 向 图 (图 12-3)， 

本 问题 变 为 在 上 面 的 赋 权 图 中 求 一 条 从 四 到 阅 总 权 
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最 小 的 路 径 ， 
求解 如 下 
》CLeari = 昌 ; 可 = IDDneSs(67) 
ywf1，[2, 3，4，5，6]) =[25,， 32，44，62，87]; 
》wf2，[3，4，5，6])=[25，32，44，62]; 
》wft3，[4, 5，6])= [27，34，461; :4，[5，6]) = 上 [27， 34] 
光 Wf5，6) = 28; [8 芝 ] = 和 inroutef1，9n，W) 
-76 一 


%% 输 出 ,每 列表 示 最 短路 径 的 顶点 序号 


1 


] 


] | ] 


0 2 3 4 5 3 
0 0 0 0 0 6 
di 一 铬 最 短路 径 的 权利 ， 
0 25 32 44 62 78 SN 
可 见 从 位 到 吕 总 权 最 小 的 路 径 为 茹 一 人 下 权 值 吕 10 


鸭 ?了 8。 由 图 12-3 可 以 看 出 让 轴 一下 也 是 一 条 总 权 最 小 


解 : 运用 Dijkstra 算法 程序 计算 如 下 
有 Clear;i W= inf* onesf65)3 w(1，3)=10; wC1， 5)》= 304 
》wWCL， 67= 100， WwWC2，37= 33， 4 =503 wd 6) = 101 
玖 风 SS， 人 20; W5S，5) = 有 


$i=1; [3s， 可 =minroutery，，W) 


的 路 径 权 传 为 78, 可 知 最 小 路 径 不 唯一 。 册 v 
例 3 求 图 12-4 中 , 自 点 科 到 其 他 各 点 的 最 短 有 1 3 
向 路 。 好 100 
” 


是 12-4 例 3 肝 


s 一 党 输出 ,每 列表 示 最 短路 径 的 顶点 序号 
1 1 1 1 1 1 
6 3 5 5 5 2 
0 0 0 4 4 0 
疾 履 名 如 6 如 
d 一 中 最 短路 径 的 权 值 
0 10 30 50 60 Jni 











盟 12-5 


会 盟 网 





鲍 4 8 个 城市 之 间 有 公路 网 ,每 条 公路 为 图 12-5 
中 的 边 , 边 上 的 权 数 表示 通过 该 公路 所 需 的 时 间 。 设 你 
处 在 城市 wm ,那么 从 该 城市 到 其 他 各 城市 ,应 选择 什么 
路 径 使 所 需 的 时 间 最 少 ? 

解 : 这 是 一 个 无 向 网 ,根据 问题 题 意 是 要 求 一 条 从 
mm 到 其 他 各 城市 的 最 得 路径, 求解 如 下 
风 ClLeari 几 = 1nE* oneest8)71 
》wt1，[2，3，5，6,， 7]) = 1，2，7，4，8]; 
》wf2，[1,， 3,. 4，7]) =[1，2，3，7]; 
》wf3，[1，2，4，5]) = [2,， 2，1，5j; 
md F『2，3，5，8]) = [3，1，3，6]: 


》wt5y， [1，3， 4,. 6,， 8j)=[7,5,，3,， 3，4]; 

yw(6，[1，5，7，8])=[4, 3，2, 5]; w7， [1，2，6,，8]) = 上 8,，7，2，4]; 
》w( 昌 [4，5，6，?]) = [56，4，5. 4 

》TLs，d]=minroutet1，9，W) 


8 一 钨 输出 
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避 呈 一 
Fr 
书 与 避 
司 上 
局 人 
[中 Ra Fe 
属 ~ 上 
名 上 性 


0 1 2 3 4 6 6 9 
由 可 见 从 mm 到 其 他 各 城市 的 最 短路 径 ,4 为 相应 的 权 值 。 


$12.s5 实验 习题 


1 某 企业 使 用 一 种 设备 ,每 年 年 初 ,决定 是 购置 新 的 ,还 是 继续 用 旧 的 。 若 购置 新 设 
备 , 则 需 付 一 定 的 购置 费用 : 若 继续 使 用 旧 设 备 , 则 需 付 一 定 的 维修 费用 。 人 恨 设 该 企业 在 第 
一 年 开始 时 必须 购置 一 台 这 种 设备 ,并 假设 计划 使 用 这 种 设备 的 时 间 为 五 年 。 表 12-2 给 出 
一 台新 设备 的 价格 以 及 一 台 设备 的 使 用 维修 费用 。 


开 12-2(a) 从 第 工 年 到 第 5 年 的 设备 价格 (单位 : 千 元 ) 





12-2(b) 不 同 使 用 年 康 的 设备 的 维修 费 ( 单 位 : 千 元 ) 





这 家 企业 希望 确定 应 在 哪 一 年 购买 一 台新 设备 ,使 得 维修 费 和 新 设备 的 购置 费 的 总 和 


最 小 。 
2 求 图 12-6 中 上 到 各 顶点 的 最 得 距离 和 最 短路 径 。 











图 12-6 习题 2 图 图 127 习题 3 图 


3 一 辆 货车 从 水 泥 厂 运 水 泥 至 某 建 筑 工 地 。 如 图 12-7, 图 中 a 表示 水 泥 厂 所 在 处 ,了 
为 建筑 工地 所 在 处 ,图 中 驶 汰 括 内 的 数字 ,第 一 个 数 表 示 两 点 问 离 ,第 二 个 数 表 示 两 点 
间 汽 车 行驶 所 需 时 间 。 试 分 别 依据 最 短 距 离 和 最 少 行驶 时 间 确 定 水 泥 三 至 某 建筑 工地 的 汽 
车 行驶 路 线 ? 

4 已 知 8 口 海上 油 并 ,相互 间距 离 如 表 12-3。 已 知 1 号 并 离 海岸 最 近 , 为 5 海里 。 问 
从 海岸 经 1 号 并 铺设 浊 管 将 各 油井 连接 起 来 ,应 如 何 铺设 使 输油管 长 度 为 最 短 (为 便于 计量 


一 了 一 


和 检修 ,油管 只 准 在 各 并 位 处 分 又) 。 
考 12-3 各 油井 间 站 离 (单位 ;和 海 里 ) 
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实验 十 三 ”生产 计划 的 制定 ”动态 规划 


本 实验 的 目的 通过 将 点 用 问题 看 作 多 阶段 决策 过 程 来 建立 数学 模型 ,复习 和 进一步 了 
解 动态 规划 的 相关 知识 及 其 求解 的 北 序 由 法 ,并 结 含 计 算 抽 编程 (特别 是 运用 MATIAB) 
解决 实际 问题 。 强 忆 动 态 规划 应 用 从 建 模 到 求解 的 全 过 程 实 验 活 动 。 本 实验 研究 了 动态 规 
划 的 几 个 左 更 用 法 ,如 生产 计划 制定 .确定 最 赵 路 径 和 设备 分 配 等 问题 ,并 给 出 了 动态 规划 
逆序 得 法 的 MATILAB 参考 程序 。 


#13.1 引 例 :生产 计划 的 制定 
某 工 厂 与 用 户 订立 合同 ,在 四 个 月 内 出 入 一 定数 量 的 某 种 产品 ,产量 限制 为 10 的 倍数 ， 


工厂 每 月 最 多 生产 100 件 ,产品 可 以 存储 ,存储 费用 为 每 台 2 百 元 , 餐 个 月 的 需求 旦 及 每 件 
产品 的 生产 成 本 见 表 13-1. 





表 13-1 生产 成 本 和 需要 量 
每 件 牛 产 成 本 { 特 元 ) 需要 重 ( 件 ) 
































现在 分 别 在 候 1 月 初 没 有 存货 可 用 和 加 1 月 初 有 20 件 存货 可 用 这 两 种 情况 下 确定 每 月 
的 生产 量 ,要 求 既 能 满足 每 月 的 合同 需求 量 ,又 使 生产 成 本 和 存储 费用 达到 最 小 。 

静态 地 看 ,本 引 例 是 一 个 整数 规划 问题 ,但 这 里 我 们 可 以 把 这 个 问题 的 解决 动态 地 视 为 
各 月 (一 般 称 为 阶段 } 先 后 作出 决策 (这 里 指 生 产量 ) 的 过 程 一 多 阶段 的 决策 过 程 ,而 在 每 
个 月 作 决策 时 ,不 能 仅 考 虑 本 月 的 费用 (一 般 称 为 阶段 指标 ) ,因为 本 月 的 决策 会 对 以 后 各 月 
的 决策 产生 影响 ,因此 应 考虑 从 本 月 直到 第 四 月 末 的 总 费用 (总 指标 ) ,而 每 月 的 决策 依赖 于 
各 月 初 仓库 中 的 存货 量 (一 般 称 为 始 端 ) 而 和 以 前 各 月 如 何 造 成 这 存货 量 的 情况 无 关 ( 称 为 
无 后 效 性 )。 在 例 2 中 我 们 将 计算 当 1 月 初 无 存货 可 用 时 的 最 优 决策 见 表 13-2。 


表 13-2 最 优生 产 计划 
















月 初 存储 量 ( 件 ? 
产量 ( 件 ? 











则 第 四 月 的 决策 即 为 月 初 仓储 数 为 0 时 的 最 优 决 策 ,第 三 .四 月 的 决策 邯 为 第 三 月 初 仓 储 
数 当 70 时 的 最 优 决 策 , 以 及 第 二 .三 .四 月 的 决策 即 为 第 二 月 韦 仓 储 数 为 40 时 的 最 优 决 策 。 
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因为 若林 然 , 如 对 应 于 第 三 月 初 仓 储 数 为 70 时 ,第 三 ,四 上 月 的 最 优 央 策 是 分 别 生 产 80 件 和 30 
件 ( 即 这 样 的 费用 比分 别 生 产 50 件 和 60 件 更 省 ), 则 我 们 保留 第 一 .二 月 的 生产 数 , 而 把 第 三 、 
第 四 月 分 别 改 为 80 件 和 30 人 性 ,这 个 方案 显然 优 于 原来 的 方案 ,这 和 原来 的 方案 是 最 优 相 耶 
盾 。 这 个 性 质 可 以 简 述 为 :最 优 决 策 的 任何 截断 仍 是 最 优 的 (最 优 性 原理 ]。 把 这 一 最 优化 问 
题 视 为 符合 最 优 性 原理 ,无 后 效 性 的 多 阶段 决策 过 程 并 进行 求解 的 方法 称 为 动态 规划 方法 。 


#13.2 动态 规划 的 访 本 理论 复习 


1、 基 本 思想 与 逆序 解法 的 直观 同 顾 

前 而 我 们 已 简单 介绍 了 动态 规划 。 为 了 更 便 子 了 解 动态 规划 的 基本 思想 .描述 方式 和 
逆序 解法 ,我 们 来 看 一 个 确定 网 络 最 短路 径 向 是 的 例子 。 

例 1 (最 址 政 径 的 确定 ) 以 下 是 一 个 奈 权 图 (网 络 ) ,两 顶点 连 线 上 的 数字 表示 上 曙 离 . 靖 
定 一 条 从 始点 mm 到 终点 ws 铺设 管道 并 使 总 距离 最 小 的 路 线 ( 最 短路 径 ) 。 如 图 13. 1 所 示 。 





1 NT ， 
1 2 
四 术 人 
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看 人 于 
二 合作 1 ， 公 、 
和信、 一 一 一 WE 
” 和 < 汶 ( 了 
了 “ 总 
3 Wis 
NN 8 Vio 一 一 1 一 怀 一 
3 
切 一 


型 13-1 例 1 图 


直观 上 我 们 有 这 样 一 个 重要 常识 :如 果 由 起 点 ww 经 过 上 点 和 点 而 到 达 终 点 ws 是 一 
条 最 短路 线 , 则 由 点 出 发 经 过 内 点 到 达 终 点 or 的 这 条 路 线 , 对 于 共 mw 点 出 发 到 达 终 点 
的 所 有 可 能 选择 的 不 同 路 线 来 说 ,必定 也 是 最 短路 线 。 例 如 在 最 所 路线 问题 中 , 若 找到 了 
如 一 外 下 站 一 三 下 2232 是 由 思 点 到 ms 点 最 短路 线 , 则 和 一 za Daons 应 该 是 由 
人 点 出 发 到 达 终点 的 所 有 可 能 选择 的 不 同 路 线 中 最 短路 线 。 这 一 特征 邵 为 上 而 所 提 到 的 
最 优 性 原理 :最 优 决 策 的 任何 截断 仍 是 最 优 的 ,这 是 动态 规划 的 基本 原理 。 

根据 最 优 性 原理 ,寻找 最 短路 线 可 从 最 后 一 段 开 始 , 用 由 后 向 前 亚 步 递 推 的 方法 , 求 出 
各 点 到 me 点 的 最 短路 线 , 最 后 求 得 由 mm 点 到 me 点 的 最 短路 线 , 所 以 动态 规划 的 逆序 求解 
方法 是 从 终点 恶 段 向 始点 方向 寻找 最 短路 线 的 一 种 方法 。 下 面 屎 段 完成 计算 。 

例 1 当然 可 以 用 图 与 网 络 实验 中 介绍 的 Diikstra 算法 来 求解 ,但 这 里 我 们 将 把 该 问题 
看 成 6 个 阶段 的 决策 过 程 ,并 逆序 恶 段 求解 ,从 而 较 直 观 地 揭示 动态 规划 的 基本 思想 。 

二 6 了 时 ,以 访 (m) 示 由 和 到 ms 的 最 短 虐 离 , 以 六 (ms) 表 未 由 ms 到 ws 的 最 握 距 
离 , 则 天 (as) 一 4， 六 (os) 一 3。 

一 5 时 ,出 发 点 有 三 个 mi ws 和 ms。 若 从 四 出 发 有 mi 和 us 两 个 选择 ,以 廊 (wn) 表 
示 由 mm 到 zk 的 最 短 距 离 ,ion ， za 表示 由 2 到 ms 的 距离 ,ask zs) 表示 由 ai 到 ms 

-837 一 





的 上 距离 35 1 表示 相应 的 选择 吉 决 策 ,出 


访 (i 一 minf ds (ml ， zi) 十 六 Cos)， 二 《1 5 十 六 (os 
一 tminf3 十 4, 5 十 3) 一 了 


可 和 帮 ws) 一 mi 其 最 短路 径 为 1 人 6 
闻 理 ,从 了 18 出 发 也 有 区 4 和 mm5 两 个 选择 , 方 (os 》、 fos， tt、 二 (Copy zi) 和 az) 
意义 与 上 而 相 似 , 则 : 


万 (Cmz) 一 mjn{t ds(zny ， 2 十 六 Cos)， 二 《ms ti 十 六 (Coos)} 
一 min{15 十 4,， 2 十 3 一 5 


可 蝎 同 (os) 一 ts， 其 最 短路 径 为 Yu 
有 从 mm 出 发 ,同样 有 :， 


六 人 Con》 一 min{ft (va ， Z4 一 态 (o)， 3 Vs) 十 态 Cosy} 
一 min{16 十 4, 6 十 3 一 9 


可 网 二 fs) 一 ts 3 其 最 短路 径 为 3 5 人 Th。 
点 一 半 村 ,有 三 个 出 发 点 tt 和 人 字 p ,同样 计算 如 下 ， 


六 (ns) 一 mijinfed (za， zi 十 六 (on)， Ce zi》 十 产 Czz)} 
一 tmini2 十 7,， 2 十 5 一 了 7 


可 览 呈 《m) 一 Wis， 其 最 短路 径 为 一 tp 一 ts 全 0。 


六 (mo 一 iminf dt， zi 十 六 (os)， 人 3 十 方 Cui)) 
一 min{1 十 5, 2 十 9 一 6 


了 林 厚 训 《ze) 一 3， 其 最 短路 径 为 四 一 茹 rz 一切 5 ti 


六 (Ca ) 一 minf ds (ear ， YN2 十 六 (oo)， 二 《zins ta 十 态 《cs 
一 min{3 十 5, 3 十 9} 一 8 


可 厚 同 krzo) 一 ty， 其 最 短路 径 为 me 一切: 一 5 一 ms。 
RE 一 3 时 ,同样 计算 有 ， 
六 (一 13， 加 (on) 一 克 太 ( 站 ) 一 10, 妈 (u5) 一 凶 
记 (m)》 一 9 几 () 一 贡 太 Go) 二 12 区 (ar) 二 tn 
一 2 时 ,同样 计算 有 : 
户 ( 加 )》 一 13， 本 ( 菩 ) 一 苑 所 (m) 二 16. 加 ( 风 )》 一 区 
开 一 时 ,只 有 一 个 出 发 点 和 , 则 : 
太一 minfg mn ， 菩 ) 十 疡 (加 )， 克 (全 ， 太 十 疡 (oo)} 
一 min{15 十 13，3 十 16} = 18 
可 砚 旭 (oo) = 一同 ， 所 以 本 题 的 最 短路 径 为 办 一 帮 下 让 一人 56 
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2 动态 规划 的 基本 概念 及 其 数学 描述 

《1) 阶段 ”整个 向 题 的 解雇 可 分 为 若干 个 相互 联系 的 阶段 依次 进行 ， 遵 常 按时 间或 空 
问 划 分 阶段 ,描述 阶段 的 变量 称 为 阶段 变量 , 记 为 有 。 

《2) 状态 ”状态 表 朱 每 个 阶段 开始 记 处 的 自然 状况 或 客观 条 件 , 它 描述 了 研究 癌 题 过 
程 的 状 训 。 各 阶段 的 状态 通常 用 状态 变量 措 述 常用 坊 表示 第 大 阶段 的 状态 变量 。 守 个 
人 阶段 的 雇 策 过 程 有 ?十 1 个 状态 。 用 动态 规划 方法 解决 多 阶段 决策 问题 时 ,要求 整个 过 程 具 
有 无 后 效 性 , 即 : 如 果 某 阶段 的 状态 给 定 , 则 此 阶段 以 后 过 程 的 发 展 不 受 以 前 状态 的 影响 ,未 
来 状态 只 依 厌 于 当前 状态 。 

(3) 决策 基 一 阶段 的 状态 确定 后 ,可 以 作出 各 种 选择 从 而 演变 到 下 一 阶段 某 一 状态 ， 
这 种 选择 手段 称 为 决策 ， 描 述 决策 的 变量 称 为 决策 变量 .决策 变量 限制 的 取 值 范围 称 为 允 
许 决策 集 舍 . 用 mx(z) 表 示 第 上 阶段 处 于 状态 zx 时 的 决策 变量 , 它 是 zs 的 函数 ,用 Detzo 
雪 示 六 的 允许 决策 的 集合 。 比 如 在 铺 上 中 ，, 了 PCzre) 一 1 机 ， 号 ， 矶 上 

《4) 策略 -- 个 由 每 个 阶段 的 雇 策 按 顺 序 排列 组 成 的 集合 称 为 策略 ,用 刀 表 示 。 即 
Br = To az) afso)jy。 由 第 点 阶 段 的 状态 re 开始 到 终止 状态 的 后 部 子 
过 程 的 策 栈 记 为 加 (mm) 即 六 (za 一 Ttziy ar ar。 在 实际 问题 中 ,可 
供 选 择 的 策略 有 一 定 范 围 ,此 范围 称 为 允许 策略 集合 。 移 许 策略 集合 中 达到 最 优 歼 果 的 策 
略称 为 最 优 策 障 。 

(5) 状态 转 夫 方 程 ”如 果 第 “个 阶段 状态 变量 为 zt, 作出 的 诀 策 wm ,那么 第 & 十 1 阶段 
的 状态 变量 re+: 也 被 完全 确定 ， 月 状态 转移 方程 表 示 这 种 演变 规律 ,写作 
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(6) 指标 阴 数 和 最 优 填 函 教 ”指标 函数 是 系统 扫 行 某 一 策略 所 产生 结果 的 数量 表示 ， 
是 用 来 衡量 策略 优 劣 的 数量 指标 , 它 定 义 在 全 过 程 和 所 有 后 部 子 过 程 上 ,分 别 用 办 和 六 表 
了 未 。 即 
YA ， 再 Ta 和 Ttatk， 0 rs》 


过 程 在 某 阶 段 ) 的 阶段 指标 函数 (或 阶段 效益 ) 足 衡量 该 阶段 决策 优 劣 的 数量 指标 , 它 
取决 于 状态 z 和 决策 已 ,用 内 (zi) 表 未 。 如 例 1 中 两 顶点 间 的 上 距 离 是 阶段 指标 函数 ， 
而 指标 蚁 数 则 是 直到 终点 we 的 上 E 离 的 积 。 和 根据 不 局 的 实际 问题 ,效益 可 以 是 利润 .距离 , 产 
量 或 资源 等 。 指 标 冰 数 往往 是 各 阶段 效益 的 某 种 形式 。 指 标 函 数 的 最 优 值 称 为 最 优 画 数 。 

(7] 最 优 策 略 和 最 优秀 线 ”使 指标 函数 Vi 达到 最 优 值 的 策略 是 从 阶段 上 开始 的 后 部 
子 过 程 的 最 优 策略 , 记 为 如 一 1， pb 是 全 过 程 的 最 优 策 赂 ,简称 为 最 优 策 路 。 
从 官 始 状 态 m (= 习 ) 出 发 ,过程 按照 训 和 状态 转移 方程 演变 所 经 历 的 状态 序列 {zr ，…， 
2 和 称 为 最 优 轨 线 。 





$ 13,.3 动态 规划 道 序 算 法 的 MATLAB 程序 


1， 和 逆序 算 法 的 基本 方程 
让 钢 1 的 求解 过 程 可 以 看 出 下 面 的 方程 在 动态 规划 租 序 求解 中 起 着 本 质 的 作用 
一 883 一 


| 六 rs 一 minfergrayag2z) 十 六 CHHT)》 | 了 1 


了 TOCZartD) 一 0， 证 一 Ts 了 5 下 一 好 ? 五 一 1， 人 了 


称 此 为 动态 规划 逆序 求解 的 基本 方程 。 

可 以 把 建立 动态 规划 模型 妇 纳 成 以 下 几 个 步 双 

《17 将 问题 恰当 地 划分 为 若 二 个 阶段 ; 

(2) 正确 选择 状态 变量 ,使 它 弃 能 描述 过 程 的 演变 ,又 满足 无 后 效 性 ; 

(3) 撮 定 决策 变量 , 歼 定 每 个 阶段 前 允许 决策 集合 ; 

《4) 写 出 状态 转移 方程 ; 

《5) 多 定 各 阶段 各 种 次 策 的 阶段 指标 , 列 出 计算 各 阶段 最 优 后 部 策略 指标 的 基本 方程 。 

2， 动 态 规划 逆序 算法 的 MATLAB 程序 DynProg. m 

ME 阴 教 dynprog, 呈 

function [pb opt，fwval] = dynprog(x，DecisFur，0ObjFun，TransFury 
[B _opt，fval] = dynprog(x，DecisFun。，0bjgun，Transgun) 
自由 始 端 和 终端 的 动态 规划 , 求 指标 函数 最 小 值 的 送 序 算法 递归 
计算 程序 。x 是 状态 变量 ,一 列 代表 一 个 和 阶 段 状 态 ;i 函数 
DecisEun(k,x) 由 阶段 k 的 状态 变量 x 求 出 相应 的 允许 决策 变量 ; 
M 国 数 objgun(k，x, 中 是 阶段 指标 丽 数 ,N 函数 Transguntk,， xz， ua 
尽 状 态 转 移 函 数 ,其 中 x 是 阶段 的 某 状态 变 量 ,u 是 相应 前 扎 策 变量 ; 
输出 p_ept 由 4 列 构成 ,p_opt = [序号 组 :最 优 轨 线 组 ;最 优 策略 组 ; 
指标 函数 值 组 ];fval 是 一 个 列 向 量 ,各 元 素 分 别 表示 P_opt 各 
最 优 策略 组 对 应 始 端 状 态 x 的 最 优 函 数值 ; 


K= length(xf1，:))4 下 bpt= nan* ones(SizekX))i 台 OP = 上 _opts 


芝 上 吨 井上 


廿 wabm = inf” onesftSlizeftX)) 区 isnan = 一 TSnam( 和 ) 十 wub 一 ints 
%$ 计算 终端 相关 值 
tmpl1 = findf(x isnanf:，K))f tmp2 = JengthCtmpP17; 
for 工 = 工 :tmRZ 
= fevalLrDecisFun 天，XK(KI，K7 7 tmp3 = TengtntD 1; 
for : = 工 :tmp3 
tmp = fevaldObjguan，K，xCtmpl(i)，K) uC) 
证 tmpBt = 二 wub， 
fopt(i，K) = tnpi _Opt(iy K) =u]y 二 Vub=txpy; 
endi end ;end 
$ 。 北 推 计算 各 阶段 的 递归 调用 程序 
for 1 = 其 一 1:， 一 工 :| 
tmpl0 = find(x_ :isnan(: it) tmp20= JengthCtmp1075 
for 土 = 1:tmp20 
已 二 EevalfDecisFkun，i1，KXKi，riD) tmP30 = Iengthtuay; 
foer j] = 工 :tmp30 
-一 I834 一 


tmpo0 = 二 eval(DbjFguan，i，Xftmpl0di)y，Tiy，ur 本 73 
tmp40 = fevalfTransEun，ii，XfCtnp1loti) iD ut3771 
tmpo5tN 三 XI+l7 一 tmeo40s 
tmp60 = 于 indCtmp50==0)3 
诗 全 jsemptYyetmp6D0) ， 
tmpg0 = 七 mBDOOTE OPtC=mPEOKCT) 1 二 TD 
让 tmp00< = 十 “YubrmC， 计 ) 
夺 _opt(i，i) = tmp00; 如 OPtK 人 IE， ii = ui 
上 Yubm(CiI，1ir) = tmpo0i 
emnd ii end engd endi end; 
fvwal= 革 optetnp1，1) 4 
# 记录 最 优 决 策 ,最 优 轨 线 和 相应 指标 阵 数 值 
p_opt=[]; tmpx=[j:tnpd=[] tnmef=[j; 
tmeO0 = Find(x jisnar(:，1)3tmp0t = Lengthttmpo)s 
for = Titmp0l， 
tmpa(》 = 女 _OPtCtmpOCIT)》， 工 ) 
tmPpXLKIy = XfmpOKi) 1 
tipf(i) = fevalfObjFun，1，tmpx(i)，taped() 7 
B_ept(kr* (it1)+1.E1，2，3，4]) = 上 1，tmpx(i)， 
tmpdf ItmpEti) 
二 DY 1 一 卫 :K 
tmpxti) = evalfTransFun， 计 一 1，tmpxki)， tmpaCi7y 7 
cmpli =X(:，ii) 一 tmnpxi)i tmnp2 =incttmpI = = 站 ) 
让 一 1sermptY(tthP2Z) 
tmpa(i) 王女 _oPLCtmp2K1T)， 空 ) 
end; 
tmpffiy = feval(Dbjgun，ii，tmpxt 计 ) ，tmpctK7 7 
中 OPtCK” (1 十 补 1Ly 2，3，4) = 这 ，tmpack 了 ) 
tmpdti)，tmpf(I) 


endy end 


8#13.4 实验 例题 


下 面 将 就 动态 规划 的 几 个 典型 应 用 问题 分 别 举 例 计算 。 
例 2 《生产 计划 贡 定 ) 
这 是 一 个 4 阶段 动态 规划 问题 。 如 果 用 道 序 法 解 题 ,第 1 阶段 是 1 月 份 ,… ,第 4 阶段 





是 4 月 份 . 
7 -第 大 阶段 开始 的 产品 存储 数 ( 状 态 变量 ?; 
了 第 点 阶段 的 产量 (决策 变量 ) 


一 165 一 





第 上 阶段 每 件 产品 的 生产 成 本 ; 

di 一 第 下 阶段 的 需求 量 ， 
阶段 指标 的 函数 为 : wz yy， 本) 一 cat 十 2xti 
状态 转移 方程 为 Th 一 十 一 

基本 方程 为 : 


Ta 14 一 Ta 《4 | 


所 Cry 一 minteefzsy 十 六 NET | 相生 (zi 下 一 3，2，1， 


对 于 本 俩 的 问题 虽 :一 月 初 无 存货 ,可 首先 分 析出 各 月 的 最 大 存储 量 和 产量 。 如 对 4 月 
初 ,前 三 个 月 的 最 大 产量 为 300 人 性 (每 月 最 大 产量 为 100 件 ) ,实际 需求 量 为 60 十 70 十 120 = 
250( 件 ), 所 以 四 月 初 的 最 大 存储 量 为 300 一 250 = 50 件 . 因 产 量 限制 为 10 的 倍数 ,4 月 初 
的 存储 量 只 可 能 是 0、10、20.、 30. 40、50 这 六 种 。 而 4 月 份 的 实际 需要 量 为 60 件 , 因 此 第 
一 和 阶 绩 的 产量 (决策 ) 相 应 为 60、50、40、30、20、10 ,进而 计算 PCzs，m 力 再 分 析 3 月 初 情 
况 等 等 ,如 此 可 仿 例 1 焉 段 手 工 计 算 求 出 最 优 决 策 。 


尼 娄 


下 而 将 调用 参考 程序 dynpreg. m 进行 计算 。 直 于 计算 机 的 优势 ,这 里 将 就 1 月 初 存货 
分 别 为 0、10、20、30、40、50、60 的 所 有 可 能 情况 进行 计算 。 把 此 问题 作为 自由 始 端 动态 
规划 考虑 ,此 时 各 阶 生 的 最 大 存货 出 现在 五 = 60 时 ,经 分 析 可 名 0 所 如 所 100, 0 所 am 所 
130, 0 狼 2 所 60 ,考虑 到 产量 是 10 的 倍数 ,根据 上 而 所 述 的 阶段 拱 栋 函数 .状态 转移 方程 
和 基本 方程 , 写 出 下 而 的 3 个 M 函数 以 备 计 算 时 调用 ,函数 意义 见 南 数 的 说 明 部 分 。 

是 MM 函 教 eg13 了 2 血 
function Qu= DecisE 1(K，X) 
# 在 阶 自由 状态 变量 x 的 值 求 出 其 相应 的 决策 变量 所 有 的 取 值 
Ra=[30，72，80，?76]; 9q=10*[L6,，7，12，5]; 


if gGc) -xD，u= 0:100; % 决 策 变量 不 能 取 为 负 值 
else， u=q(k) -xit10054 endj # 产量 满 足 需 求 且 不 超过 100 
t=uCz)i 


6M 前 教 eg]13 和 2 2.mm 
function yy= DbjF _ 16k，X，u) 
s 阶段 K 的 指标 记 数 
c=[?30，372，80，76];，V=efk) ”+2 


吧 M 画 救 eg13f13 2. m 
functionY= Trans 1(K，x，u) 


s 状态 转移 方程 
g=10*[6，3，12，6];y= 基 TU 一 GD); 


调用 dynprog, m 计算 如 下 
一 81 一 


》ecleari x= nan* onesfi4， 4)7! gx 是 10 的 倍数 ,最 大 范围 0 过 xs 所 130， 
8 因此 x=0, 1,…，13 ,所 以 x 初 始 化 取 14 行 ,nan 表示 无 意义 元 素 
xf(1:7, 1) = 10*(0:6) ， 多 按 月 定义 x 的 可 能 取 值 
》x(1:11，2) =10*(0:10)0 x(1:12，3) = 10* (24:13) 
xf(1i7，4) = 10*(0:6) : 
》[p，f] = dynprog(x，"eg13f1 2 ，"eg13f2 2， "eg1383 2) 


p= 闪 输 出 结果 
1 站 100 7000 
2 40 100 7280 
3 70 50 生 1 4 
4 站 60 4560 
1 19 100 7020 
2 5 100 7300 
号 80 40 3360 
4 正 60 4580 
] 20 100 7040 
2 60 100 7320 
号 90 30 2580 
和 站 60 4560 
1 30 100 7060 
2 70 100 7 了 734 
3 100 20 1800 
和 O 60 4560 
1 40 100 7080 
2 8 100 了 7360 
3 110 10 1020 
4 中 60 4580 
1 5 100 7 了 100 
2 90 ]00 7380 
3 120 0 240 
4 O 60 4500 
1 60 100 了 Ht8Q 
2 100 100 了 和 0 
3 130 0 26g 
和 19 50 3820 
f = 

22980 

22240 

21500 

20760 


一 1837 一 


2n0020 
19280 
18600 
由 p 的 第 一 和 第 二 个 4 行 可 以 春 出 -- 月 初 无 存货 和 有 存货 20 什 的 最 优 决 策 , 现 将 其 列 
起 下 表 13-3, 以 供 对 比 理解 。 


阶 裔 措 标 
蚁 数值 { 蕊 本 















































由 荆 的 第 1、3 行 可 以 看 出 对 应 的 4 个 月 的 总 成 本 分 别 为 22980 和 21500。 
例 3 调用 dynprog.m 计算 例 1 中 网 络 的 最 短路 径 。 
解 : 首先 编写 3 个 M 画 数 ,以 供 计算 时 调用 。 由 图 13-1 可 知 状 态 变 量 有 ? 个 ,并 可 写 
出 下 面 的 函数 。 
5%M 陨 数 eg13f1 3.m 
functjienu= egt3f1l 34K，XD) 
s ”在 价 自 k 由 状态 变量 x 的 值 求 出 其 相应 的 决策 变量 所 有 的 取 值 
对 这 里 求 出 了 所 有 状态 x 对 应 的 决策 变量 值 " 
主 x==1l,u=[2;3]; elseifx==2，u=[4536] 
elsedif x==3,u=[5;， 6;7]i elseif (xx==4)|(x==5),u=[L8; 9]: 
elseif (zx==6)|(x==7),u=[9i10]ielseifx==8u=[11;12]; 
elseif (x==9)|(x==10)，u=[12; 13]; 
elseif (x==1l)|(xs==1l2)|(x==13),，u=fil4;15]; 
elseif {x==14)|(x==15)，uU=16: elseiftx==16，u=16; 


end 


中 M 也 教 eg13!2 3, mm 
function vY= eg13f2 3(c，X，u) 


s$ 各 阶 段 指标 函数 值 ,如 x=1,u=2 时 v=5。 
tt= 上 (15537 1 3 6 8 756i6 8 3 了 3 5 3 3 8 和 


2; 2; 1; 2;， 3; 3134 5 5f25 6 6 4 3]; 
一 J88 一 





tmDp=|Lx==1Su==2,，xXx==1lsu==3 X==-28U==4,x==28a==5S，.…- 
和 = 二 280==6 区 ==3g==5，X==38== 避 ，X==38uU== 了 ，-… 
X==4su== 日 ,X==4&uU= 一 9.X==58u== 昌 ==58U= 一 9 
X== EGRdi==9， X==6gu==1]10, xn-= 7 了 SU==9， 艾 ==TRU== 10，-， 
X==8u==ll, xs=Bakua==l2.X==9sl==12，X==98un==13，… 
怀 ==10Su==12,，X==]108uU= 一 13，X== 二 180 一 = 4，==T18u==15，… 
X==]128uU== 14，X==128u==15，X==138ka==14,X==138u==15，" 
X==1d4&ui==16,， 荆 ==158&u==165]; 


























= 了 mp 七 七 


的 M 序数 eg13f3 3.m 
function Y= egjl3f3 3K，X，u) 


一 % ”状态 转移 方程 
计算 如 下 : 
》CJLeBIY = am” OnesSfd4、7] 嗓 初始 化 ,nan 为 无意 闵 元 索 


只 7 了 个 状态 变量 ,每 个 最 多 4 种 取 值 
》x(1L，1) = 1 xl1i2，2)= [2; 3]; 名 逐 列 定义 x 其 值 为 顶点 的 序号 
》x(t14，3) = (4477 5 xlt1:3，4) = (8:10) ;xf(1:3,5)7 = 111:13)》 
yx(1:2,6) = [14;， 15]，x(1，7)》 = 161 
》[p，f] = dynprog(x，"eg13f1 3 ，'egl3f2 3， "eg13f3 3) 
p= 久 输 出 晴 果 


1 1 2 5 
2 2 5 3 
总 号 溃 3 
4 8 12 2 
5 12 15 2 
出 15 16 3 
7 16 16 0 


18  % 最 短路 径 臣 离 

可 见 最 短路 径 按 顶 点 序号 为 1 一 2 一 5 一 RT12-15-A10。 

例 4 某 工 业 部 门 根据 国家 计划 的 安排 , 拟 将 5 台 某 种 高 效率 的 设 瘟 ,分 配给 所 属 的 
趾 . 乙 . 寺 三 个 工厂 ,各 工厂 若 获得 这 种 设备 之 后 ,可 以 为 国家 提供 的 盘 利 如 下 面 的 表 13-4， 
间 : 这 5 台 设 备 如 何 分 配给 各 工厂 才能 使 国家 得 到 的 盘 简 最 大 ? 

解 , 将 问题 按 工 厂 分 为 三 个 阶段 , 甲 , 乙 和 丙 3 个 工厂 分 别 编号 为 1.2 和 3。 

设 状态 变量 坟 表示 分 配给 第 上 个 工厂 至 第 # 个 工厂 的 设备 台数 。 

决策 变量 央 表示 分 配给 第 上 个 工厂 的 设备 台数 。 

出 状态 转移 方程 二 = 了 一 下 ，zel 为 分 各 给 第 有 十 上 个 工厂 至 第 > 个 工厂 的 设备 

- 389 一 








台数 ， 
阶段 指标 函数 wa 表示 mm 台 设 备 分 配 到 第 下 个 上 厂 所 获得 的 僵 利 值 。 

六 Cr) 表示 台 设备 分 配给 第 站 个 工厂 至 第 = 个 工厂 所 袭 得 的 最 大 笈 利 值 。 则 基本 
方程 为 





| Cr 一 TaX{t ET 起 CTE | 让 开 一 2 ] 
1 一 外 区 且 3 ) 
































及 13 4 
设 苦 数 币 刀 两 
D 加 六 加 中 用 
3 5 站 
了 了? ] 
3 9 1 11 
1 12 11 12 
5 ]3 霸 12 














利用 计算 机 计算 的 优势 ,可 根据 表 13-4 将 本 问题 视 为 自由 始 端 , 即 初始 状态 了 一 D、1、2、 
3、4、5 的 动态 规划 问题 求解 
让 此 可 以 写 出 于 面 3 个 M 函数 ,以 供 计算 时 调用 。 
5 和 MI 盘 数 egl13 开 本 拼 
function u=eg13f1 40k，X) 
#% 在 阶 鼻 四 状态 变量 x 的 值 求 出 其 相应 的 决策 变量 所 有 的 取 值 
让 K== 3，= zi 色 第 二 阶段 琴 工 厂 得 到 所 有 剩余 设备 


else，u=0:xi enfd 


WM 函数 eg13 志 4. mm 
function yY=eg13t2 4(K， xD) 
上 阶 盘 上 的 指标 晒 数 
W=[0,0, 0 3,，5， 4 7，10，6; 9,， 11， 1il1; 12，11，128 13，tl1， 12]; 
人 = 一 多 “标准 化 ,即将 基本 方程 中 max 转化 为 mmin 
vY=(L9, 1，2，3,，4，5]== au) Ri， 区) 迪 “对 此 题 可 定义 一 mCu 十 1，K)75 


o%M 函 教 eg133 4. 冲 
function y= eg13f3 4(K，X， 1 
% 状态 转移 方程 


了 其; 


计算 如 十 
- 190 一 


六 性 Teai 
3x=[0; 1; 2 3; 4 5];x=[xz xx]i 
》[B， 节 | = dynprog(x，egi3f1 4 ，8g13f2 4，8g13f3 40 


一 


] 虽 节 总 

了 站 站 避 

3 0 用 品 

1 ] 0 日 

之 1 ] 一 号 

吕 站 册 避 

1 2 人 0 操 

2 2 了 一 ]0 

3 怠 用 人 

] 3 D 间 

2 S 一 10 

号 1 ] 一 站 

] 得 2 一 了 

2 2 了 -16 

号 站 已 吕 

上 5 了 一 了 

2 3 站 一 ]0 

站 玉 1 一 半 

『 = 

站 
一 5 
一 10 
一 ]4 
一 7 
一 人 1 


由 PP 和 可见, 有 5 台 没 荐 时 ,可 各 分 配给 甲 . 乙 和 西 工 厂 2、2 和 1 台 设 备 , 碑 最 大 恒利 21; 
有 4 台 设 备 时 可 分 配给 币 , 乙 和 两 工 厂 2、2 和 0 台 设 备 , 获 最 大 番 利 17; 如 此 也 可 知 有 3、 
2、1、0 台 设备 时 的 最 优 分 配方 案 。 





$13.5 实验 习题 


1 某 公 司 打 算 向 它 的 三 个 营业 区 增设 4 个 销售 点 ,从 各 区 赚 取 的 利润 与 增设 的 销售 店 


个 数 有 关 , 其 数据 见 表 13-5。 
试 求 各 区 应 分 配 元 个 增 讶 的 销售 店 ,才能 使 总 利润 最 大 ? 其 值 是 客 少 ? 
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销售 占 第 区 利 狂 市 二 区 利 渔 第 二 区 利 询 第 阿 区 利润 
增 友 数 《万 交 ) 【万 元 ) 【万 元 ) 《万 元 ) 

总 ] 6 总 1 9 290 235 引 

.| …__- 

1 310 225 2988 308 

2 341 了 直 二 5 399 | 区 

3 总 DT 且 吕 计 65 

4 7805 632 721 67d 











2 图 13-2 为 一 线路 网 络 , 要 铺设 








杰 
NE 从 了 点 到 zm 点 的 电话 线 , 中 间 需 经 过 了 3 
2 2 本 个 点 。 第 1 点 可 以 是 迪 、 3 74 中 的 其 
一 个 点 ,第 2 点 可 以 是 mm、z 中 的 
站 一 个 点 ,第 3 点 可 以 是 we、am 中 的 一 个 
NS 6 ,一 全 点 。 各 点 之 间 若 能 铺设 电话 线 , 则 在 图 
， 1 中 以 连 线 表示 , 连 线 旁 的 数字 表示 两 点 
: 间 的 距离 。 用 动态 规划 方法 求 一 条 从 

图 13-2 习题 :图 2 至 上 的 最 短路 线 。 

3 ” 某 船 厂 接受 ? 条 船 的 订货 ,要 求 第 一 、 二 、 三 .四 季度 未 分 别 交 货 1. 1、2、3 稻 , 该 厂 


每 季度 的 生产 能 力 为 2 舰 ,预计 各 季度 的 单位 生产 成 本 为 4、6、7、9, 各 季度 多 生产 的 船 可 
存在 仓库 中 ,其 每 季度 每 条 船 的 保管 疆 为 1. 2, 试 制定 一 个 完成 订货 合同 且 总 费用 最 省 的 生 
产 计 划 ， 
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附录 A MATLAB 函数 命令 索引 表 


































































































































































































未 数 名 宫 穴 是 数 各 宫 只 
abe 绝对 值 函 数 | pe MATLAEB 调试 基 玲 辣 题 
acos 反 余 弦 疼 数 blanks 谨 填 一 个 由 空格 组 成 的 字符 惠 
acosh | 反 双 曲 余 下 画 数 带 有 蓝 色 的 黄 度 颜色 表 
acot | 反 余 切 函数 break | 中 断 循环 执行 的 语句 
acoth 反 双 曲 余 切 函 数 brlghten | 使 图 形 色调 变 亮 
acsc 反 祭 割 函数 bucky Buckminister Fuiler 拱 形 演示 
acsch | 反 双 昨 余 割 函 数 | caxis | 伪 闫 色 坐 标 办 设 定 
iTfDil NASA 要 面 稀 蔬 秆 阵 显示 改变 当前 的 工作 睛 录 
忆 ]1 测试 向 量 中 所 有 元 素 丰 和 否 为 真 calf2rdl 复 艾 对 角 矩 阵 到 实 块 对 角 阵 转换 
angle 相 角 西数 ceedit | 设置 命令 行 编辑 与 回调 的 参数 
any 调试 向量 中 是 理 有 为 真 元 素 对 十 < 方向 取 整 数 
ans 返回 最 新 结果 2000 年 美国 人 口 普 查 预测 
arith NATLAB 的 各 种 算术 运算 符 信息 Cholesky 分 解 
asec | 反正 钊 函数 清除 当前 坐标 加 
ascch | 反 双 则 正则 等 高 线 削 面 标志 
asimn 反正 嘴 酒 数 清除 命令 窗口 显示 
asinh 反 双 曲 正 引 Clear 删除 内 存 中 的 变量 与 函数 
忆 二 有 反正 切 函数 ec 清除 当前 图 形 窗口 
atan2 “| 四 个 象限 内 反正 切 SeS | 时 名 
atamh 反 艳 曲 正 切 | C]1ose 关闭 图 形 窗 口 
auread 读 声 音 文件 ctommd 最 小 列 的 阶 次 机 
auwT1ite | 写 吉 音 文件 colon 骨 号 表达 式 的 帮助 信息 
axes | 竺 宗 灿 任意 形式 的 设 定 colornap “| 设 定 颜色 dj 碍 表 
本 举 标 轴 标 庆 设 定 colormenu | 颜色 表演 示 
balanece “| 改进 特征 糖 庆 的 均衡 变 钦 colperm 由 非 等 数据 的 计数 来 排列 各 列 
bar 绘制 条 形 图 CORE 七 在 星 状 轨迹 绘制 
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《 续 表 ) 




































































































































































画 数 名 入 义 两 数 各 售 义 
conet3 | 绘制 一 维基 屋 状 的 轨 让 em。 | 站 玫 吕 工作 才 加 内 
conpan | 牛 成 伴随 多 项 式 矩阵 dbauit 。 | 退出 跟踪 调试 模式 

compass | 绘制 平面 向 量 测 [aastaoe | 列 出 函数 调用 关系 

coaputer | 计算 机 类 型 测试 dbstatus “| 列 出 所 有 的 断 点 情况 

cord | 求 拭 阵 的 条 件数 dbstep | 跟 降 洞 试 单 步 执行 

condest | 估算 条 件数 FE | 设 轩 跟踪 凋 试 断 点 

cor] 共 红 复 数 函 数 dbtype 列 出 带 有 命令 行 标 号 的 M 文件 
=ontour | 等 高 线 图 形 绘 抽 dbup 改变 局 部 工作 空间 内 容 

| 

contour3 “| 三 维 等 高 线 绘制 deblank ”| 消除 字符 串 中 的 空格 
contoure | 等 高 线 绘图 计算 deczhex “| 十 进 制 到 十 六 进 制 的 转换 
contrast ]」 大 蜂 对 比 度 设 轩 secoav | 因 式 分 解 与 多 项 式 除法 

comw 求 多 项 式 法 的 着 积 ce]2 五 点 式 离 散 Laplace 变换 
Conv2 二 维 耸 积 本 adelete 删除 文件 

cool 拓 曝 粉 包 基 公 上 颜色 表 dejlsqdemo | 各 种 域 上 的 有 限 竹 分 演示 
Copper 线性 铀 色调 颜色 表 denmo 运行 MATLAB 演示 程序 
corrcoef | 相关 上 旺 数 工 数 det 求 称 阵 的 行列 式 
as 祭 孜 画 教 diag 建立 对 角 算 隆 或 获取 对 角 向 置 
ceosa 双 曲 余下 Ciary 将 MATI.AE 运 行 的 命令 存 查 
oa 余 切 函数 区 差分 函数 与 近似 微分 
aoth 双 临 余 切 dittuse “| 图 象 柔 焦 处 理 

cov 协 方差 矩阵 人 必 | 烈 出 当前 目录 的 内 容 
cplxcleme | 复 变 量 函 散 上 映 射 咀 数 演 示 人 isB 显示 算 阵 戌 文本 
elxpair | 将 数据 按 共 季 复数 对 重新 排序 | duperm 。 | Dulmage-Mendelsohn 分 解 
cputime 所 用 的 CPU 时 时 间 dawmoy 刷新 图 象 
sc | 祭 亚 函数 earthmap | 地 球 拓扑 图 形 的 显示 

csch 双 曲 余 割 函数 echo 显示 文件 中 的 MATLAHB 命令 
oumsum 各 元 素 标 加 积 ejig 求 抢 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 























eigmovie | 对 黎 矩 阵 特 征 值 求解 过 程 莹 示 
else 与 并 一 起 使 用 的 转移 主 杀 
与 并 一 起 使 用 的 转移 主 铝 
结束 控制 许 句 块 的 命令 


Cy1-mder 产 牛 柱 体 
date 日 期 
.. 
dhbcleat 清除 跟踪 调试 断 点 
clpcont 限 踪 调试 核 复 执行 







































































































































































函数 各 入 义 两 数 名 全 

eps 浮 点 相对 差 限 sanasrr | 字符 串 查找 和 
error 显示 错误 信息 并 中 断 函数 finite | 若 参数 为 有 限 元 素 则 为 贞 
arrorbar | 训 半 条 型 图 维 抽 ] 上 iaema 非 线性 最 优化 所 合 演示 

etree | 矩阵 消 元 树 结构 | 零 方 向 取 整 数 

etreeplot | 绘制 消 元 路 径 四 区 红 白 旺 时 基色 颜色 表 
etine | 所 用 对 间 的 函数 flaplz | 按 左 行 方向 翻转 元 素 

eval | 执行 MATIAB 和 名 构 大 的 字符 中 | fipud 十 护 上 下 方向 面 转 怎 了 元 素 
exist | 检验 变量 或 文件 是 否 已 经 定义 floor | 对 负 无 穷 方向 取 整 数 

expa 郑 阵 沸 数 函数 flcps 上浮 点 运算 计数 器 

expal | cxpm 晒 数 的 江 文 件 实现 fi 单 变量 函数 最 优化 

es2 | Tayler 级 数 求 征 阵 指数 fnins | 多 变量 函数 最 优化 
expa3 | 特征 值 待 征 向 量 法 求 算 阵 指数 1 | 行 开 文人 

ezp 指数 画 数 FE | 矣 环 语 铝 

eve | 产生 单位 阵 [eaaat | 设 秆 栓 出 格式 

eese | 关 则 文 人 tourier | Fourier 级 数 展开 图 形 演示 
Feather 上 | 羽 状 图 形 绘制 spaee | 给 定 函 数 绘图 

feof 测试 文件 是 否 结束 | pleraere | 本 数 图 形 给 制 演示 

ferror 查询 立 件 输 大 输出 错误 状态 加 Eprint 上 有 格式 地 向 文件 写 人 数据 ,参见 广 
feval 执行 字符 串 指 定 的 文件 Eread 从 文件 讯 估 二进制 数据 

ftt 高 散 Fourier 变换 [erevind | 将 文件 指针 至 文件 开关 

Et2 二 维 离散 Fourier 变换 scan 了 从 记 件 有 覆 式 地 读 人 数据 , 驹 见 
fftdemo 快速 Fourier 变换 演示 | fseek 设置 文件 位 置 指针 

fftshift | 取消 计 中 心 夫 位 ftell 获得 文件 位置 指针 

ioetl | 从 文件 关 人 -- 行 数据 (忽略 换行 ) | full 由 稀 杖 短 阵 变换 常规 矩阵 
gets 从 文件 于 大 一 行 数据 (保留 换行 ) function j] MATLAH 函数 表达 式 的 引导 符 
figure 生成 综 图 窗口 | funm 答 阵 的 任意 画 数 

fill 绘制 充填 的 二 维 包 这 形 [srite 洗 一 进 制 数据 写 人 文件 

fil13 绽 制 充填 的 三 维 多 边 开 fzero 单 变 基 国 数 求 根 
filter | 一 维 数字 涉 波 galiery | 生成 一 些小 的 测试 矩阵 

filter2 二 维 数字 江波 区 获得 当前 坐标 轴 的 句柄 

find 上 查找 非 罕 元 素 的 下 标 ee 获得 当前 图 形 的 窗口 句 栖 
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顺 数 名 全 广 函数 各 全 义 

获得 对 象 属 件 上 image | 创建 图 象 和 
getemnw 获得 末 境 参数 imagedemo | MATLAB4.9 版 图 形 处 理 功能 演示 
oecframe | 获得 - 幅 " 电 影 "图 象 inf 无 穷 大 (保留 变量 ) 

Gimptt 出 刀 标 器 输 人 数据 | Intc 显示 MATLAB 与 Marm Works 情 息 
global | 定义 全 局 恋 最 ioput 带 有 提示 的 键盘 输 人 函数 

splet | 绘制 网 论 网 形 | aezstre | 坚 数 转换 为 字符 让 

qzay | 线 忻 灰 麻 颜 们 去 jnterpl 一 维 播 值 (-- 维 查 害 ) 
avaea | 将 图 形 客 设置 成 灰 度 默认 值 je 二 维 插 俏 (二 维 查 表 ) 

grid 给 图 形 如 网 格 线 或 去 除 网 格 线 interpft | 利用 FET 的 一 维 插值 

griddata | 搬 值 用 数据 网 格 生 成 intro MATLAB 引言 信息 

gradient ， 近似 梯度 计算 av 抵 降 求 道 

gtext ;在 孔 标 漠 定 的 位 置 加 文字 浇 明 |] invhilb | 生成 阁 Hilhert 拓 阵 

hadanerd | 二 成 Hadamard 类 际 isenpty | 车 参数 为 空 矩 阵 , 则 结果 为 中 
hancel | 生成 Hankel 拓 阵 isglobal | 若 参数 为 全 局 变量 则 为 走 

help 局 动 联机 帮助 交 件 显 所 ishold | 车 屏幕 处 十 保护 状态 则 为 真 
hess | 求 取 Hessenberg 标准 型 isieee 若 有 JEEE 算术 标准 则 为 真 
Tamam ，， [六 和 制 到 JERE 泽 点 数 的 转换 | isinf | 着 参数 为 mnf. 则 结果 为 真 
hex2dec 十 关 进 制 到 十 进 制 的 转换 istet<er | 车 字符 串 为 字母 组 成 则 为 真 
hadden 网 格 图 隐 含 线 设置 开关 am 若 参数 为 NaN, 则 结果 为 真 

hilh 生成 Hilhert 所 阵 isspa-se | 车 矩阵 为 兢 玻 表示 则 为 真 

ist 直方 图 络 制 ss 若 参 数 为 字符 串 , 则 结果 为 起 
held 当前 图 形 保护 模式 jet HSYV 色调 的 变化 型 _ 病 
hone | 将 光标 移动 到 左上 角 位 置 keyboard | 启动 键盘 管理 程序 

hastid “| MATLAB 版 务 器 的 主机 代号 | enot 围绕 三 维 结 的 柱 形 显示 

ha 黑 红 黄白 基色 颜色 表 kron Kronecker 乘积 函数 

ar 色 度 伯 和 值 CHSW) 颜 色 者 1asterI 查询 上 一 条 错误 信息 

hsv2xrgh HS 对 RGB 其 色 的 转换 length 埋 调 向 基 的 维 数 

证 条 件 转移 语句 1ife Conway 牛 命 假设 的 MATLAH 版 
iit | 遍 散 Fourier 闻 变 多 iinspace “| 构造 等 距 分 布 的 向 量 

ifttz | 二 维 离散 Fourier 闻 灾 换 load | 文件 中 廊 和 更衣 

imag 求 取 委 部 函数 aes 自然 对 数 函数 
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因数 名 全 义 丽 数 名 全 广 
1ogl0 常用 对 煞 丙 数 nnls 非 堆 最 小 一 情 
logiog 。 | 全 对 数 坐 标 图 绘制 ma 非 零 元 素 个 数 
logm 矩阵 的 对 数 nanzeros | 非 零 元 可 
logspace | 构造 等 对 数 分 布 的 向 量 | 拼 | 求 拒 阵 的 范 数 
lookfor 对 HEI.P 信息 中 的 关键 语 查 找 Dorm 人 St 个 算 范 数 
lorenz “| Lorenz 混沌 吸 引子 的 曲线 null | 右 零 空间 
lower 。 | 将 一 个 字符 申 内 容 转换 为 小 写 aun2str | 将 数值 转换 为 字符 申 
lscov | 最 小 二 乘 方差 杷 | 爷 许 的 奉 元 素 丰 储 实 则 | 
im | 矩阵 的 三 角 (LU 分 解 ) ode23 | 微分 方程 低 阶 数值 解 靶 
magic | 生成 魔术 抱 阵 ods23p | 微分 方程 低 阶 数值 解法 并 面 图 
matlabrc | 启动 主 程序 性 “| 数 分 方程 高 阶 数 值 解法 
max | 求 向 量 中 最 大 元 素 adedeno | 常 微分 方程 演示 
mean 求 向 量 各 元 索 均 值 上 | 产生 元 索 全 部 为 1 的 垂 阵 
aedian | 求 向 量 各 元 芝 中 间 值 orlent | 设置 打印 纸 方向 
membrane | 产 牛 Math 对 orks 公司 标志 rt 起 变 空 间 
en 产生 用 户 输入 的 菜单 ea 整理 工作 空间 内 存 | 
mesh 三 维 网 格 图 形 pateh “| 低级 卉 友 多 边 形 绘制 本 数 
aeshe | 吏 有 等 高 线 的 网 格 图 形 pa 设置 或 查询 MATLAR 的 路 检 
meshgrid | 用 =，y 网 格 数 据 Bareg 宪 种 括号 的 查询 信息 
meshz 玫 有 零 平面 的 三 维 网 格 图 形 ascal 上 生成 Pascal 矩阵 
sin | 来 向 量 中 最 小 元 pazse | 暂停 帮 
more 控 揣 命令 窗口 的 输出 页 面 pcolor ”全 颜 色 绘图 
movie 播放 存储 的 “电影 ”幅面 Peaks ' 两 变量 的 峰值 本 煞 演示 
noviein | 初始 化 "电影 "各 由 图 象 内 存 | senny | 便士 硬币 的 各 个 角 克 视 加 
muzlin | 声音 文件 对 线性 标 度 文件 的 转换 | pi 国 河 率 (x) 
机 不 定 值 Bax ET 
acocHk | 函数 输入 输出 参数 个 数 检验 pinv 伪 闻 矩 降 
nargin | 函数 中 实际 输入 变量 个 数 plot | 线性 坐标 图 形 绘制 
Araout “| 函数 中 实际 输出 变量 个 数 Pior3 | 绘制 三 维 线 或 点 型 图 形 
newpleot | Nextpolt 特性 的 , M 文件 前 绥 polar | 极 堂 标 医 形 绘制 
nextpow2 | 找 出 下 -一 个 2 的 措 煞 Poly 求 矩阵 的 特征 多 项 式 
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函数 名 入 久 丽 数 匈 全 久 
polyder | 多 项 式 求 导 return | 返回 到 主 调 函 数 的 命令 
polyfit | 茹 据 的 多 项 式 拟 合 Lp2hsv | RGB 刘 HSV 颤 色 的 转换 
polyval 多 项 式 求 值 rgbPp4et 绘制 颜 色 图 
polyvalm | 多 项 式 让 阵 求 介 eeks 十 训 宝 大 区 
Print | 打印 图 形 或 将 图 形 存 稚 cose | 根 侍 术 ( 角 度 ) 直 方 图 绘制 
printopt | 建立 打印 机 默认 介 下 -esser | 典型 的 对 称 矩 阵 特 征 值 问题 测 这 
prism | 光 半 斋 色 表 | soese | 将 矩阵 元 素 旋 转 90 度 
对 疝 曝 中 各 元 素 求 积 round | 巷 取 到 最近 的 整 
punct | 各 种 标点 符号 的 查询 信息 ef 短 降 的 行 阶梯 型 实现 
人 矩阵 的 正 交 三 角 化 (QR) 分 解 | 消 元 基 解 方程 过 程 演示 
qrdelete | QR 分 解 中 题 除 一 列 -sseee 上 | 买 英 下角 螺 转 移 复 块 对 角 了 
arinsert | QR 分 解 中 搬 人 一 现 [| 可 中 变 基 存 娄 
Guad 低 阶 数值 积分 算法 SS 声音 坐标 轴 处 理 
quad8 。 。。 座 阶 数值 积分 算法 surfnorn | 表面 图 形 规 范 化 
quaddemo 自 适应 变 步 长 数值 误 站 Sehur Secnur 分 解 
quake Loma Prieta 地 震 模 型 SecriBt MATLAR 语 句 及 文件 信息 
quit 退出 MATLAR 玩 境 sec 正 划 冰 数 
auiver | 贡 头 图形 ch 双 曲 正 害 
az | 下村 在 位 辣 司 末 性 [QZ 算 基 | -To | 、 栅 半 对 数 生 标 图 形 给 抽 
cand | 产生 [o, 1 均匀 分 布 随机 矩阵 | -mineer y 轴 半 对 数 坐 标 图 形 绘制 
randn | 产生 标准 正 态 分 有 随机 阵 | :apdeae 。 | 有 限 元 网 格 图 演示 
randpern | 随机 置换 向 最 set 设置 对 象 局 性 
camk | 求 矩 降 的 秩 setstr | 将 数值 转换 为 字符 趾 
-pas | 操 除 杠 |E | 阴影 槛 式 
reeond LINPACRK 倒数 条 件 估 计 sigdemol | 离 数 Fourier 变换 演示 
real 求 取 实 部 画 数 sigdero2 连续 Fourier 变换 模 示 
| 最 六 站 贞 玫 午 si | 符号 函数 
下 一 
realnin | 最 小 泽 点 数值 sn | 正六 本数 
reiog | 各 种 关系 符号 的 查 调 信息 mh 双 曲 正 引 
rn 除法 的 余数 size | 查询 矩阵 的 维 数 
reset 恢复 对 象 特 性 s1ash 求解 线性 方 竹 ( 左 除 右 除 信 息 
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丽 数 名 会 义 函数 名 入 义 

slice | 容量 可 视图 形 str2nat ”| 字符 串 转换 成 给 阵 

sort | 对 向 量 中 各 元 素 枯 序 str2aun 。 | 字符 申 转换 为 实 型 数据 

sound | 将 数据 向 量 转 换 为 声音 ee | 学 得 囊 比 和 

sountiaemo | MATLAB4,n 的 圳 音 功能 演示 ingS 关于 MATLAB 字符 四 的 帮助 信息 

SpalIOoC 给 非 零 元 素 定 共存 储 空 间 subplef 将 图 形 人 窗口 分 成 若 于 个 区 域 

SPaTS 台 | 区 常规 失 阵 转换 生 琉 矩 陈 1 | MATLAB 的 乏 的 用 户 

SParSity | 天 丽 乍 阵 排 序 效 应 演示 subsface | 于 空间 

spaugment | 建立 最 小 二 乘 增 广 系统 sum 对 向 量 中 各 元 素 求 和 

spcenvert | 由 本 醇 矩阵 外 部 格式 进行 转换 | sspets | 太阳 黑子 活动 模 报 

spaiags 上 和 | :auf | 三 维 表面 图 情 

SReCUTat 反射 SUFrERCe 划 建 曲面 

speye | 和 了 “| 着 有 等 高 线 的 三 维 表 面 图 形 

spfun 对 稀 琉 矩阵 处 理 的 非 线性 函 妾 EECTZ 

Sphere 产生 球面 奇异 值 分 解 (SVD) 

spinmap ”| 使 显 色 旋转 swmbfact “| 符 叶 因 式 分 解 

sbline2d 上 | and Ta 

SPomes 将 原 称 凡 矩 阵 非 零 元 素 有 1 取代 Pr | 得 序 Cutbii-MeKee 排序 

SPEBarIS 设置 帮 朴 矩阵 参 煞 tan 正切 函数 

sprank | 结构 秩 狼 tanh | 双 曲 正切 

sprandn | 稀 下 随 机 矩 阵 terminal | 设置 图 形 终 端 类 型 

sprandsym | 称 玻 对 称 随 杀 上 降 text | 在 图 形 上 加 文字 说 曙 

SBFIntT 按照 C 语 言 格式 书写 学 符 串 tc 月 动 秒表 计时 器 

Spy | 绘制 称 蕊 纸 降 结构 四 | 贫困 形 加 标题 

sqdemo | 超 .- 次 维 面 的 蜡 示 toc 外 到 秒表 计时 器 

SQr 平方 根 画 琢 上 DepLl itz 生成 Toeplitz 矩阵 

sqzta 矩阵 的 平方 报 ec 求 矩阵 的 迹 

sscanf 按照 C 语 言 格式 读 字符 申 | apz | 久 形 法 采 歼 什 积 分 

折 tairS 阶梯 图 形 绘制 treelayott| 树 状 结构 

折 士 at MATIAB 自 启 动 玄 件 treeplot 二 送出 分 着 路 径 的 图 形 

std 求 向 量 中 各 元 素 标准 方 兰 zi | 提取 矩阵 的 下 三 角 部 分 
离散 译 列 柄 状 形 绘制 i 提取 和 矩阵 的 上 三 角 部 分 
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函数 名 售 义 | 函数 名 含 义 
type 列 出 M 文件 |aae 列 出 当前 目录 下 的 有 关 文 件 
uicentrol | 建立 用 户 界面 控制 的 函 获 whatsnew “| 手册 中 未 给 出 的 新 特性 
ungetfile | 标准 读 盘 文件 各 处 理 对 话 杠 which 找 出 函数 与 文件 所 在 的 目录 各 
uisetcoloc| 标准 颜色 设置 对 话 框 while 秆 环 语句 
uisetfont | 标准 字体 设置 树 对 话 框 | whitebg “| 将 图 形 窗口 设置 成 白色 背景 
unix | 执行 操作 系统 命令 并 回 结果 | oo 简要 列 出 工作 空间 变 置 名 
unrap 。 | 除去 每 360" 的 跳 上 | whos 详细 列 出 工作 空间 变量 名 
Us | 将 一 个 字符 串 内 容 转换 为 大 写 | way 给 出 简要 的 回答 
Yander 生成 Wandermonde 矩阵 wilkinson | 生成 Wilkinson 特征 值 测试 插 阵 
ver 显示 程序 版 本 号 xlabel 。 | 给 图 形 加 X 仅 标 说 明 
version 显示 MATLA 如 版 本 号 Kor 轩 辑 异 或 
vibes L 型 振 某 动画 | mabel 。 | 给 图 形 吉 Y 坐标 说 明 
view 三 维 图 形 视 口 指定 | zerodemo | 求 换 演 示 
Viewmt 显示 坐标 变换 此 阵 zeros 产生 零 筷 阵 
waterEfall | 漂 布 型 图 形 2label 给 图 形 加 坐标 说 明 
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附录 B MATLAB 工具 箱 函 数 命 令 索 引 表 


1. 符号 数学 工具 箱 (Symboliec Math Toalibox) 






















































































































































复 共 箔 转 置 . 实 转 兽 Fotrier 变换 
AN | 数组 获 , 数 组 右 除 .数组 堪 失 、 数 组 ‖fantoo1 函数 计算 器 
乘 方 horner “| 多 项 式 分 层 表 示 
| ifourier Fourier 道 变换 
加 \ 减 . 菊 . 右 除 . 左 斤 . 乘 方 - 
“ IapLace Laplace 闭 变 换 
[下 
char 符号 对 象 转化 为 字符 让 int 积分 
coLlect 合 闪 岗 娄 项 inv 闭 算 竹 四 
COlSPaCce 和 矩阵 列 伴 间 的 基 卫士 ar 王道 变换 
compese 复 台 函数 jacobian 门 aobi 短 手 
con] 复 共 斩 jordan 抢 竹 Jordan 标准 形 
cosint 余 芒 积分 Cif) lanmbartw are 一 水 的 解 
Cet 行列 式 laplace 1 Laplaee 变换 
diag 产生 对 角 阵 或 取 矩 阵 对 角 线 atex : 符 导 表达 式 LaTeX 表示 
ff 求 导 范 数 | amai | 梳 限 
digits 设置 计算 字 长 区 号 二 连接 Maple 术 
double | 符号 对 象 转化 为 数 个 | mapleinit “| 初始 化 Maple 
dsolve 微分 方程 的 解 了 Eum Mapie 冰 数 求 值 和 
eig 特征 值 和 特征 向 量 mtuntiSst Miaple 函数 列表 
espand | 多 项 式 展开 ahelp Maple 帮助 
expm 矩阵 指数 函数 [eol 拖 阵 警 空间 的 基 
ezp1 函数 图 | mumden 分 式 表 示 
factor 煞 项 式 因 式 分 解 上 pol 了 气 阵 特征 多 项 式 
findsym 找 出 甫 数 自 变 季 poly2syma | 系数 向 量 转化 为 符号 多 项 式 _ 
finverse | 逆 函 数 pretty 符号 表达 式 打印 形式 
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《 娘 表 ) 















































































































































函数 名 售 区 函数 名 会 电 
ak 短 阵 的 秩 呈 - ET 
Tead 复数 实 部 33m2Po1Y 符号 多 项 式 转 化 为 系数 出 量 
Fref | 化 为 和 简 形 本 | SmS 产生 符 导 变量 
上 上 SU 积分 Riemann 和 演 直 3YmsUn 级 数 和 
simple 寻找 最 短 才 达 式 | aaere | Taylor 级 数 展开 
Simplify | 妮 简 七 生计 下 三 攻 形 
sinint 正弦 积分 Ci triu 上 三 角形 
solve 代数 方程 的 解 | 指定 字 长 计算 
Suibhexp 用 子 表 达 式 表示 Le Riemann Zeta 函数 sutm(1ykz，k， 
sabs IE 1，infy 
3wd 奇异 值 分 解 Zrams 了 变换 

2. 统计 工具 箱 {Statistics Tooibox) 

画 数 名 | 人 义 | 西数 名 全 义 
anovad 单 因素 方差 分 析 boxplot 箱 图 
anova2 | 双 因 素 方差 分 析 | seable。 | 质量 管理 性 能 指标 
batrttest Bartjett 试验 capapIet 质量 管理 性 能 图 
betacdcF Peta 分 布 分 布 函数 cr 皇 分 布 末 数 
Datafj Beta 分 布 乞 数 估计 chi2edf 卡 方 分 布 分 布 函数 
betainv Bera 务 布 分 位 数 chi2iny | 卡 方 分 布 分 位 数 
batal ike Beta 分 布 对 数 似 然 表 数 chi2pd 卡 方 分 布 密度 函数 
betapdf | Beta 分 布 密度 丽 数 | saizrmd | 卡 方 分 布 随机 数 
betarnd Peta 和 谷 布 随机 数 | =hizstat 卡 方 分 布 艾 值 和 方差 
betastat Betra 分 布 询 人 和 方 营 Cluster 检 聚 类 
kbinocdf 二 项 分 布 分 布 函 数 | clusterdata | 数据 至 关 ， 
binof 让 | 三 机 分 布 参数 估计 | sophenet 聚 类 相关 系数 
binoiny | 国生 使 用 坐 款 变换 的 行列 式 最 优 试验 
binopdf 二 项 分 布 密度 函数 | 设计 
binorngi 二 项 分 布 随机 数 corxcoef 相关 系数 
binostat 一 项 和 分布 均值 和 方差 co 协 方差 阵 
bootstrp 重新 抽样 daugment 试验 设计 行列 式 优化 分 析 
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孙 数 名 | 洁 义 ] 阵 数 名 舍 义 
dcovary 上 加 定 协 方差 的 行列 起 最 优 试验 设计 | oline 交互 画 直 线 
dendrogran 上 | 涌 类 分 层 递 阶 树 鲜 | sname | 交 所 标记 点 从 
ITODTbDaT 误差 hadamaruo 下 adamard 设计 
eaaplot 指数 权 移 动 平均 图 harmmean 调和 平均 
expedt 和 和布 克 histfit | 直方 图 和 正 态 密度 曲线 拟 合 
emtit 指数 分 布 参数 估计 超 几何 分 布 分 布 画 数 
本 指数 分 布 分 位 数 超 几何 分 布 分 位 数 
exppdf 十 和 9 超 几何 分 布 密 度 函数 
exprmnd 指数 分 布 随机 数 hygernd 超 几 何 分 布 随机 数 
expstat | 指数 分 布 均值 和 方 关 hygestat | 超 几何 分 布 均值 和 方差 
tcd 了 分布 分 布 函数 iods 分 位 数 
ff2a 枫 水 平 全 因子 设计 inconsistent | 涌 类 相 容 性 
finv 下 分 布 分 位 数 [ee 中 部 50 只 数据 极 差 
fpc 插 加 E 分 布 密 氏 函 数 | kurtaosis | 峰 度 
frnd 王 分 布 随机 数 ]inkage 聚 类 树 
fstat | 了 分 布 均值 和 方 关 下 | 对 数 正 态 分 布 分 布 函 数 
fsurtht | 交 五 函 数 等 高 线 图 logniny | 对 数 正 态 分 布 分 位 数 
fullfact 混 人 台 水 平 全 因子 说 计 Te 对 数 正 态 分 布 密度 函数 
Cd gamma 分 布 分 布 函数 下 | 对 数 正 态 分 布 随机 数 
Sett | gone 分 布 乡 数 估计 巴 一 | 对 数 下 分 布 均 介 和 方差 
本 an 分 布 分 位 数 sc 给 定 协 方差 阵 的 回归 
Onlike | gamma 分 布 对 数 似 然 函数 区 最 小 二 乘 撤 合 直线 
| wa 分 布 窗 度 函数 相 | 平均 绝对 偏 卷 
ganrnd gamma 分 布 岩 机 数 区 均值 
gamstat gamama 分 布 均 值 和 方 莽 se 
Se 几何 分 布 分 布 函 数 臣 极 大 位 然 估计 
geoinv 几何 分 布 分 位 数 et 各 阶 中 心 短 

几何 平均 amax 每 略 NaN 的 最 大 信 
gecopdE 几何 分 布 密度 函数 nauaeam | 乱 略 NaN 的 均值 
Ca 几何 分 布 随机 数 | 忽略 NaN 的 中 信 














几何 分 布 均值 和 方 善 








名 略 NaN 的 量 小 值 
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填 数 各 
































































































nanstd 忽 赂 Me 的 标准 关 normpdf | 正 态 分 布 密度 了 数 
aansum 钨 略 NaN 的 和 nornplot 。 | 正 态 分 布 检验 图 
EYE nernrod 上 正太 分布 随机 数 
mbininy | 负 二 项 分 布 分 位 数 nornspec | 正 态 密 度 曲线 区 间 图 
mhinpdf 。 上皇 二 项 分 布 密度 函数 正太 分 布 均值 和 方差 
minrnd ] 负 二 项 分 布 随机 数 | Pareto 统计 国 
nbinetat 二 项 分 布 均值 和 方差 pcacor 协 方差 主 成 分 分 析 
ceaE 非 中 心 下 分布 分 布 函 数 Peares 主 成 分 分 析 残 差 
neEimnw 非 中 心 下 分 布 分 位 数 Paf ] 密 产 函数 

acfpdf 非 中 心 下 分 布 密度 苑 数 对 上 离 


































































































































necErnd 非 中 心 卫 分 布 随 宙 数 Poisson 分 布 分 布 函 教 
DCFstat 非 中 心 了 分 布 均 惜 和 方 六 Poisson 分 布 参 数 估 计 
netedf | 非 中 心 ， 分 布 分 布 函数 Peisson 分 布 分 位 数 
etiny ] 非 中 心 上 分 布 分 位 数 | | Poisson 分 布 密 产 耳 数 
RStpdf 非 中 心 上 分 布 密 产 博 数 poissrmd Poisson 分 布 随 初 数 
netrnd | 非 申 心 上 分 布 随 初 数 peissstat Poisson 分 布 均值 和 方差 
netstat | 非 中 心 / 分 布 均 信和 方 关 polyconf 。 | 多 项 式 预测 

nex2cdf 非 中 心 卡 方 分 布 分 布 函 数 peiYf 让 煞 项 式 拟人 台 

ncx2inY 非 中 心 卡 方 分布 分 位 数 pcelyval 多 项 式 取 什 

ncx2Pd 非 中 心 卡 方 分 布 密度 函数 prctile 百 分 位 数 

ncx2rnd 非 申 心 卡 方 分 布 随 初 数 | PipeomP 行 数据 惩 阵 主 成 分 分 析 
DCx28 上 at 非 中 心 卡 方 分 布 均值 和 方差 aqgplet 分 布 类 型 比较 国 
nlipFdt 非 线 性 量 小 二 委 氢 合 下 随 桃 数 

nlintoot 。 | 非 线性 氢 合 预 测 困 | nes 极 差 

nlparci PT ramjstm 秩 和 检验 

nlgredci | 非 线性 拟 合 预测 到 信 区 间 | =ay3ed Rayleigh 分 布 分 布 函 数 
pmls 一 | 非 负 量 小 二 二 法 | ayLiny Rayleigh 分 布 分 位 数 
normed | 正本 分布 分 布 函数 E3| Rayieisgh 分 布 首 庆 函数 
nommt 记 正 态 分 布 参数 估计 raylrnd | Rayteieh 分 布 随 宙 数 
norminy 正厅 分 布 分 位 数 rayLstat Rayleigh 分 布 均值 和 方 状 
noralike 上 | 正 态 分 布 对 数 似 然 函数 rcoplot 回归 分 析 残 差 图 
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图 数 名 含 函数 名 合 六 
Fefcurve 委 考 多 项 蕊 曲线 unrzedecF 离散 均匀 分 布 分 布 博 散 
TeE1Tne 参考 直线 imidiny | 亲人 丰 6 





TegresS 于 无 线性 回归 


Uniedpdf 





二 
Tidge 岭 回归 


离散 均 杀 分 布 审 度 函 数 
unjidrnd | 喜 艇 均匀 分 布 随机 孝 











十 二 
TOWBXKCR 合用 行 变 换 的 行列 式 最 优 试 验 设 计 


unidstat 离散 均匀 分 布 均 首 和 方 关 





TSstool 回 妇 响应 工具 








mifecE 均匀 分 布 分 布 函数 





SChart 标准 善 时 间 图 
| 








Signrark 符号 柳 检 验 








Signtest | 成 对 样本 符 纺 检验 


unifinv 均 杀 分 布 分 位 数 
[- JJ 
均匀 分 布 参数 估计 
均匀 分 布 密度 冰 数 








Unifit 














SGWTIG 折 8 偏 度 


均匀 分 布 随机 数 





右 ( 了 aeEorm 将 pdisc 输出 转化 为 方 阵 





Stg 标准 关 


均匀 分 布 均 厢 和 方 莽 





方 状 








-| 
Stepwise 这 步 回 妇 用 户 界面 


Weibull 分 布 分 布 函数 





Sutrt ht | 交互 等 高 线 图 











上 分 布 分 布 函 数 





要 息 记 D 可 eihull 分 布 分 位 数 
WedhbpdF Weibut 分 布 密 度 郴 数 











:分布 分 位 数 





Weibull 分 布 检验 随 












分布 密度 郴 数 
忽 上 异 常数 据 的 均值 














到 eihull 分 布 随机 数 
机 seibull 分 布 均 秆 和 方差 




































trnd 1/ 分布 随机 数 均值 时 间 餐 
七 stat ! 分布 均值 和 方 善 计算 距离 前 的 规范 化 
不 tes 单 样本 上 检验 单 料 本 = 检验 











双 样 本 上 检验 





七 七 eS 二 之 


3。 样 条 工具 箱 {Spline Tooibox' 



















































































冰 数 人 扣 祝 妆 区 
fpval 样 条 函数 求 值 | 样 须 形式 转换 
fpbrk | 大 条 本 数 各 部 分 fnder 样 条 函数 求 导 
fnenmb 样 条 函数 运算 fnirt 样 条 画 数 积分 
spline IE fnjmp 样 条 函数 卫 fr 十 ?一头 xz 一 ) 
mk 形成 样 条 pp 形式 fpp]t 样 条 函数 图 

ummikpp 展开 样 条 bp 形式 fntfn 涨 加 划分 分 点 
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函 数 名 会 区 本 数 名 含 总 

CSaRI 非 扭 结 映 点 二 隐 样 条 反 值 Dewknt 新 节点 分 布 
CSaBe 各 类 蚁 点 三 隐 样 率 播 值 最 优 节点 
CSaps 工 钦 样 条 拟 合 求解 几乎 中 对 角 方 程 组 
Cscwm 自然 或 半期 二 次 样 条 拆 分 几乎 块 对 角 方 程 组 
geteurve 三 次 样 条 交 于 产生 Sptiemtos 样 条 值 示 命令 
pplst | mp 样 条 命令 列表 splempl 。 | 几 个 样 条 例子 
BPbrk pp 样 条 分 解 ppPalldn2 pp 样 条 简介 
Ppmak pp 形式 样 产 构 迁 spalldm2 样 条 简介 
pprfn pp 样 条 如 和 节点 bspline 刀 样 条 力 
Ppual pb 形式 样 条 函数 值 bsp1idem 几 个 上 样 条 演示 
Sp1l st 刀 样 条 命令 列表 csapjidem 三 次 样 条 描 值 演示 
Spbrk 妞 样 条 分 解 Csapsdenm 三 次 样 莹 氢 合 演示 
SPmaj 刀 形 式样 条 Bekjkentdm 节点 选取 演示 
SBEEn 已 样 条 加 人 节点 spcrvdem 上 产生 号 样 条 曲线 演示 

产生 吾 样 条 曲线 difeddenm -个 奇异 摄 动 党 微分 方程 

吾 样 条 展 值 chepbdem 等 振 划 样 条 
Spap2 吾 样 条 最 小 二 乘 拟 全 上 spedem 一 个 例子 

franke Franke 双 变 量 试验 着 数 

Speol 样 条 配 丢 矩阵 subpjus 截 寡 函数 
angknt 分 划 和 节点 上 让 amium 钛 温度 数据 
ayeknt 节点 乎 均 SB1PP 闻 样 条 左 半 轴 化 为 pp 样 条 
brk2knt 劳 划 及 重 数 到 节点 求法 SPTPB 下 样 条 右 半 轴 化 为 pp 样 条 
nt2nlt | 节点 到 分 划 及 重 数 求法 | spasp pp 形式 样 条 转化 为 如 样 条 
Sorted 查询 网 格 点 SP2PP 召 形式 样 条 等 化 为 pp 样 条 





4， 最 优 华 工具 箱 {Opbtimization Toolhox)] 
好 MATI.aAHB5. 2 使 用 的 优化 工具 箱 (OPtimjzation Toolbox 1.5.2) 





功 能 














疼 





售 








目标 规划 求解 





miny 5 FE 一 ay 裤 Boa] 
本， 








约 东 线性 最 小 二 乘法 求解 









min | 仁 。， 交 一 让 | 了 二 


及 过 工 寺 地 


。 文臣 






( 续 表 ) 











constr 约 东 线性 规划 求解 na CCD 实 和 





min 到 | ECx，xdata) 一 ydata | 
3 Ihs xsuh 


CurYef it 非 线 性 曲线 拟 合 
































fmim 一 元 函数 极 小 值 求解 minf(z) 5 
fmins，fminu | 无 约 东 非 线性 规划 求解 min7 《1 
fsolve 多 变量 不 线性 方程 组 求解 Cn 一身 
fzero 单 变量 直线 性 方程 求解 Fr) 一 0 
1 上 ， 
leastsqg | 非 线性 最 小 二 溢 革 求解 mi 到 ‖ 下 (z) | 和 一 到 全 开 《2) 
5 bs 地 
minpy 3 
]P 线性 规划 求解 “ 
Ih<sr< 和 mb 
minmax | 最 大 最 小 问题 求解 人 








mn]1 非 负 线性 最 小 二 女 法 求解 mmin IC 一生 | 2 














1 
一 饮 规 划 求 解 min 本 TH 十 5 






















jb<s xs 和 mh 
半 无 穷 条 件 下 的 非 钱 性 规划 求 minffty 5 (TS 
吕 Em 了 也 对 
解 对 所 有 的 由 成 立 






es MATLAB5.3 使 用 的 优化 工具 箱 (Optimization Tooibox 2.0 兼容 1.5.2) 






















会 区 
TinCzry 志 Te 


功 能 
一 元 函数 极 小 值 求 解 





函 数 
ftminbnd 











甸 inunc， | 无 约束 非 线性 规划 求解 minf (2 


ftminsearch 





minr xz si XeE 


Pro9 线性 规划 求 角 六 eq 一 Me， 和 hb<xsutb 











pin 可 内 Hx 十 Fx 5 


二 次 规则 求解 
eq .7T= 一 beq，Ihb<x 和 中 


quadprog 










minffxy 5 CSD，eeqCxz) 一 小 
上 ， 上 ， 凡 eq 二 bed，lbs:xssuh 





约束 线性 规划 求解 





fmjmncot 
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〈 狠 表 ) 
郑 数 功 能 会 愉 



















tniny 5 站 一 山 Ygoal 


目标 规划 求解 et) 和，eeqf 一人， 有，XE 
eq“。Y 一 beq，jbssx 扫 到 


ge attim 








minmaxt 下 【《 才 )} 





和 inmax 最 大 最 小 问题 求解 了 seeq( 区 一 0 
册 。，w 妥 和 eq 。 一 beqg，]b 雪 xx 坟 册 
miinFtxl St 站 (人 7 去 赴 
， 半 无 穿 条 件 下 的 非 线 性 规划 求 | “ 
ESemirE 解 对 所 有 记 ，e 拉 实生，cegC 拉 一 让 


六 ，x 切 上 点 Ed。 并 一 beq ，lIb< xs oh 








单 变量 非 线性 方程 求解 了 一 














fsolve 密 变 量 非 钱 性 方程 组 求解 = 
lsqnonneq ”| 非 负 线性 最 小 一 乘法 求解 min‖C xd 0 
Imin | 一 下 | 
1se1 了 约束 线性 最 小 二 科 法 未 解 < 


Aeq“。 克 一 beqg，]h 二 xs 中 





1 mm 
min 寺 | 一 于 FE 估 
站 2 1， 
3 有 sx 


1scmeonlin 非 线性 最 小 二 先 荡 求解 











min 寺 | PCxz，xaata) 一 ydata 


st bs wh 


非 线性 曲线 拟 合 
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习题 参考 答案 


实验 一 
]， (1 一 2.3830。，re 一 1.4894，rzrs 一 2.02135 
(2 < 一 一 0 47086，z 一 一 沾 2941，zy 一 0 
《3) xi 王 0.3311，:9 一 一 0. 1219( 超 定 最 小 二 苹 解 )4 
《4) 无 穷 银 解 , 阅 一 一 1 下 十 1 轨 一 1 下。 和 一 各 亚 十 1 一 。 


2. 一 年 (24 近 ，76 中 ,两 年 (27 虹 ，73 由 )， 十 年 (4 上，51 上 )， 最终 (83%，17 几 )， 
3 (37. 57，25. 99，24. 797) 
下, 翌 一 3.3,， 耻 一 让 4 一 有 
一 0.8433 一 0 4216 一 0. 3333 
5. 子 一 2 旭 十 2 姓 十 7 好 变换 矩阵 C 一 | 一 0.1054 0.7379 一 0.666? 
一 0.5270 0.5270 0.6667 
?. 不 选 主 元 :(1，1)?，(0. 9992，1》，(2. 2204，1) 5 
选 主 元 : 均 为 (1，1) 。 
8， 条 件数 1.7636e 十 016。 


实 验 二 


3。24000，187200，3025。 

5， 抠 作 图 观 办 交点 , 瑚 用 fsolve 求解 ， (1.7362， 一 2. 6929)，(4. 6581，1. 89367，(3. 4829， 一 5. 63947， 
(4.0287， 一 4 11717# 

7. 0. 2968 。 

10，3, 4495，3. 5441 。 


实 验 三 


2， 上 升 [ 一 2， 一 1.6926]，[ 一 1.2401，1.2401]，[1. 6926，2]5 

下 降 :[ 一 1.6926， 一 1.2401]，[1.2401，1.6926] 。 

《1) 极 大 值 点 ;一 1.5326，04 极 小 值 点 :一 0.7315，1. 5951 。 

27 概 太 值 点 一 2, 极 小 值 点 2。 

《3) 极 大 值 点 1, 极 小 值 点 2。 

各 ，20. 8D97im 。 

8 极 大 值 点 (一 173,， 一 全 , 概 小 值 点 (0，0) ,车 点 (一 7716， 一 972) (57 和， 一 572) 。 
9，172，17/4，176，…p。 

10， 1 十 fen 一 和 nd 一 央 )。 

13， 极 大 值 点 :一 1.6926，1. 2401，2; 执 小 信 点 :一 2， 一 1.2401，1. 6926。 


PC 
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实 验 四 


2.0. 3413，56. 9460，1. 2912，35843. 789。 
3，15. 8651。 

和、 (1) 6.1879352) 3 1383 。 

5. 以 注意 被 积 函 数 为 奇 画 数 ) 。 
6，2&( 下 一 4 5，8)》。 

8，291. 8696 

9、178.5。 

10，25, 3452 。 

11. 18400 万 元。 

12， 登 余 35tm 。 

1d4，1. 3433，D. 90D63 ， 呈 1044 。 


实 验 五 


3. 风 一 2z 十 天 0) = 一 0。 求 数值 解 . 

5. 人 一 有 ce 一 T，TCD 一 20, TI0) = 25.2.T(20) 一 28.52.。 解 得 户外 温度 < 一 33, 比例 系 熬 上 = 0.05。 
《2 5 。 

(1 Vs 一 exp(20) (2) 一 0.3534 (3) 一 3041 (4) 451，0.4， 和 8 

20 一 20expf 一 5000t)[eos(5000t) 十 sin(5000 间 ]。 


实 验 六 


Ce ~ 必 


.0.193，20.8、0. 366 。 
0.8119。 极 太 值 点 :( 一 0. 3827， 一 0.9239)，( 一 0 38237， 一 站 92395)。 


实 验 人 七 


Cr 


0 


2 0 7373。 

5,， 可 ,I 一 1.5607 于 16449: 是 ,LU = 一 4.264 > 16449。 方 法 参见 习题 4。 

6. 可 ,1 一 1.2772 < 1.6449。 方 法 验 见 习 悉 +。 

?， (1) 是,D 一 2.6756 > 16449。(2) 是 ， 苛 一 1.9781 >> 6449 。 

8， 设 收 人 六 ,价格 垃 , 则 需求 ?= 111.6918 十 0.0143m 一 7.1882zxs 。 预 调 值 82. 8594。 
9. 了 = 9.7966 十 5.4160z 十 12. 5843zr《 去 掉 一 个 异常 点 后 )。 

10. 理 ,， 姑 一 5.8641 << 9.4877。 

11. 查 。 

12， 线 性 66.5176 十 0.4139zm 一 0.2898zr*， 预 调 值 94。 


实 验 八 


。298. 6，322,2。 

. 功 一 5.6221,r 一 3.5269。 

二 次 曲线 一 六 05922 十 2. 3265r 一 总 9803 
-了 一 111,.44 一 昌 037 

. 分 暇 三 次 式 系数 

一 3410 一 


和 划 站 外 二 


《1 1.8863 


0.7952 
0.6320 
0. 3151 


3) 一 6 2652 


1 8813 
一 吕 . 4600 
2Z.1442 


一 1. 
一 属 
一 分 
一 必 


一 口 。 


站 143 
7314 
5167 
4029 


-0000 
-9398 
, 4318 


5146 


如 


0000 
9127 
8004 


.7452 
.9697 


日 227 
7992 


. 7424 


.5000 
5477 
8245 
.0708 
5000 
吕 477 
6245 
6708 


吓 PP PP 


11. 用 曲面 样 条 插值 , 步 长 10 米 ,最 高 点 (1?D，180) ,高程 ?721 。 


rn 中 bo to 


En 上 一 


站 


-了 一 [oo,8, 0 一 5， 了 一 2?。 
,3 一 [0 3, 的 ,了 一 13。 
.了 一 [20,，24]， 了 一 428。 
,了 一 [0,0.6687，0. 3333],， 了 一 7.2333e 十 003。 
. 工 一 [0， 4 0 0， 2 0],， 了 一 一 16.0。 


实 验 九 


实 验 十 


工 一 [一 0.0001 ,一 1.0000]， 了 一 40196e 一 015。 
了 一 1.0e 一 004<[0.0722, 一 避 ,3580]，、 产 一 5.9959e 一 009。 
工 一 1.0e 一 004*[0.1860。0.0808]， 了 一 40。 


- 工 一 [1, 2], 了 一 1。 
, 一 [0, 0 1, 2，z 一 人。 


工 二 [1， 2 3 子 一 29。 


工 一 [0， 
衬 一 [0， 
荆 一 [0， 





他 


.第 一 


< 一 三 


在 一 人 


站 日 六， ]， 站 ， 1] ， 子 一 本 4 
站 ， 1]， 子 一 了 
0,，0,，1J ,了 一 4。 


.了 一 43.0858,， 并 一 [86. 2903，103.7573，127. 1007 ，152. 1905]。 
,了 一 [22.5850，12.5850，12. 1225]， 了 一 3.4456e 十 003。 
， 邢 一 【49,9999，60.0003，69.9998],， 了 一 1280e 十 004。 


卖 验 十 一 


实验 十 二 


.1、3 年 购置 新 设备 ,或 1. 4 年 购置 新 设备 ,总 支付 费用 均 53。 


1 





, 按 顶 点 序 导 :a 一 -有 4 人 -站 -2 避 一 和 一 e 


一 - 才 一 到 已 -一 了 
按 土 面 的 次 序 最 短 曙 离 分 别 为 :0 2 3 47 8 8 1l1 1 2 ec 


,二 区 各 设 2 个 点 , 获 利 1435 。 


fi 一 二 一 一 和 丰 一 上 一直 一 一 区 一 在 一 站 一 二 一 上 


， 两 条 路 线 均 为 a 一 扩 a 一 产 上 距 高 3 个 单位 , 需 时 20 个 单位 。 
。，10. 2 海里 。 


卖 验 十 三 


一 3277 


不 # 


2， 最 短路 径 为 1 一 4 一 6 --8 一 10, 忠 离 为 14。 
3. 第 一 .二 ,三 季度 生产 2 艘 ,第 四 季度 生产 1 租 。 
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